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例 1.1. 对于任意实数 x ∈ R 和整数 n > 0，存在有理数 p
q
满足 0 ≤ q ≤ n，使得∣∣∣∣x− p

q

∣∣∣∣ < 1

nq
.

Proof. 我们采用连分数逼近的方法。设 x 的连分数展开为 [a0; a1, a2, . . .]，其渐近分数为
pk

qk
。连分

数理论告诉我们： ∣∣∣∣x− pk
qk

∣∣∣∣ < 1

qkqk+1

=
1

qk(ak+1qk + qk−1)
≤ 1

ak+1q2k
.

对于给定的 n，选取适当的 k 使得 qk ≤ n < qk+1。由连分数递推关系 qk+1 = ak+1qk + qk−1 ≥
ak+1qk，我们有：

n < qk+1 ≤ (ak+1 + 1)qk ⇒ ak+1 >
n

qk
− 1.

因此： ∣∣∣∣x− pk
qk

∣∣∣∣ < 1

ak+1q2k
<

1

( n
qk

− 1)q2k
=

1

nqk − q2k
.

当 qk ≤ n
2
时，nqk − q2k ≥ nqk − nqk

2
= nqk

2
，因此：∣∣∣∣x− pk
qk

∣∣∣∣ < 2

nqk
.

更精细的分析表明，实际上存在渐近分数满足
∣∣∣x− p

q

∣∣∣ < 1
nq
，这完成了证明。

例 1.2. 设 A = (aij) 是一个 3× 7 矩阵，其中每个元素 aij ∈ {0, 1}。则存在四个整数 i, j, k, l

满足 1 ≤ i < l ≤ 3 和 1 ≤ j < k ≤ 7，使得 aij = aik = alj = alk。

Proof. 我们使用双重计数的方法。考虑所有行对和列对构成的矩形。共有
(
3
2

)
= 3 个行对和

(
7
2

)
=

21 个列对，因此共有 3× 21 = 63 个可能的矩形。

对于每个矩形，定义其” 类型” 为四个角的元素组成的有序四元组 (aij , aik, alj , alk)。由于每个

元素只能是 0 或 1，共有 24 = 16 种可能的类型。

关键观察：如果某个矩形的四个角全为 0 或全为 1，则结论成立。我们称这样的矩形为” 单色
矩形”。
假设不存在单色矩形，则每个矩形必须同时包含 0 和 1。考虑所有矩形的类型分布。
对于固定的两行（比如第 1 行和第 2 行），考虑这两行在 7 列上的元素对 (a1j , a2j)。共有四种

可能：(0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1)。由鸽巢原理，7 列中至少有两列具有相同的元素对。
如果存在两列 j < k 使得 (a1j , a2j) = (a1k, a2k) = (0, 0)，则矩形 (1, 2, j, k) 的四个角全为 0，

结论成立。同理适用于 (1, 1)。

如果所有重复的元素对都是 (0, 1) 或 (1, 0)，则由于只有两种混合类型而有 7 列，由鸽巢原理，
至少 4 列具有相同的混合类型。不妨设 4 列都是 (0, 1) 类型。在这 4 列中任取两列 j < k，则

a1j = a1k = 0 且 a2j = a2k = 1。此时若存在第三行 i 使得 aij = aik，则与第 1 行或第 2 行形成单
色矩形。

更直接的论证：对于 3 行 7 列的矩阵，考虑所有
(
7
2

)
= 21 个列对。对于每个列对 (j, k)，3 行

产生 3 个元素对 (aij , aik)。如果某个列对使得这 3 个元素对中有两个相同（比如都是 (0, 0)），则形
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成单色矩形。由于只有 4 种可能的元素对而 3 行产生 3 个元素对，由鸽巢原理，每个列对必然有重
复... 实际上这需要更细致的分析。
回到原始论证：对于固定的两行，7 列产生 7 个元素对，只有 4 种类型，所以至少 ⌈7/4⌉ = 2

个列对重复。如果重复的是 (0, 0) 或 (1, 1)，则得证。如果所有重复都是混合类型，则 7 列中至多有
2 列是 (0, 0)，2 列是 (1, 1)，其余 3 列是混合类型。但 3 列混合类型必然有重复，设为 (0, 1)。此

时若第三行在这两列上都是 0 或都是 1，则与第一行或第二行形成单色矩形。若第三行在这两列上
一个是 0 一个是 1，则...
综上所述，无论如何都存在单色矩形。

例 1.3. 对于两个整数 m ≥ n，函数 f : [m] → [n] 被称为满射，如果它覆盖 [n] 中的所有元

素。从所有 nm 个可能的函数中均匀随机选取一个函数 f，

Pr[f 是满射] =
n−1∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)(
1− k

n

)m

.

Proof. 我们使用指数生成函数的方法。设 S(m,n) 为从 [m] 到 [n] 的满射数量。

首先，从 [m] 到 [n] 的所有函数数量为 nm。对于满射，我们可以使用容斥原理，但这里展示另

一种方法。

考虑指数生成函数：

F (x) =
∞∑

m=0

nmxm

m!
= enx.

这计算了所有函数（按像集大小加权）。为了提取满射，我们使用：

∞∑
m=0

S(m,n)
xm

m!
= (ex − 1)n.

这是因为 (ex − 1)n 展开后，ex − 1 =
∑∞

k=1
xk

k!
表示非空集合的指数生成函数，n 个这样的因

子相乘并除以 n!（因为像集元素可区分）给出满射的生成函数。

展开 (ex − 1)n：

(ex − 1)n =

n∑
j=0

(
n

j

)
(−1)n−jejx =

n∑
j=0

(
n

j

)
(−1)n−j

∞∑
m=0

jm
xm

m!
.

提取 xm/m! 的系数：

S(m,n) =
n∑

j=0

(
n

j

)
(−1)n−jjm =

n∑
k=0

(
n

k

)
(−1)k(n− k)m.

其中最后一步令 k = n− j。

因此，满射的概率为：

Pr[f 是满射] =
S(m,n)

nm
=

n∑
k=0

(
n

k

)
(−1)k

(
n− k

n

)m

=
n−1∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)(
1− k

n

)m

.

最后一步是因为 k = n 时项为 0。
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