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定理 (♠). 设有 C∞(R) 函数序列 {fn(x)} 适合：

(i) 对任意 M > 0，当 |a| < M，|b| < M 时∣∣∣∣∣
∫ b

a

fn(x) dx

∣∣∣∣∣ ≤ c,

c 只与 M 有关；

(ii) 固定 a 和 b 有

lim
n→∞

∫ b

a

fn(x) dx =

0, 若a, b 同号;

1, 若a < 0 < b.

则必有

lim
n→∞

fn(x) = δ(x).

Proof. 令
Fn(x) =

∫ x

−1

fn(ξ)dξ.

由条件 (i)，在任一有界区间内 Fn(x) 对 n 一致有界，而且

lim
n→∞

Fn(x) =

1, x > 0,

0, x < 0,

对 ∀φ ∈ C∞
0 (R)：

lim
n→∞

⟨fn(x), φ(x)⟩ = lim
n→∞

⟨F ′
n(x), φ(x)⟩ = (−1) lim

n→∞
⟨Fn(x), φ

′(x)⟩

=(−1) lim
n→∞

∫
Fn(x)φ

′(x)dx = (−1)

∫
( lim
n→∞

Fn(x))φ
′(x)dx

=(−1)

∫
H(x)φ′(x)dx = (−1)⟨H(x), φ′(x)⟩ = ⟨δ(x), φ(x)⟩

Lebesgue 控制收敛定理

故我们可知：limn→∞ fn(x) = δ(x).

问题 (1). 验证：
lim
n→∞

fn(x) = δ(x), fn(x) =
1

π

n

n2x2 + 1
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Proof. 对于 a, b，我们有：∫ b

a

fn(x)dx =

∫ b

a

1

π

n

n2x2 + 1
dx

y=xn
=====

∫ bn

an

1

π

1

y2 + 1
dy =

1

π
(arctannb− arctanna) (1)

(i) ∣∣∣∣∣
∫ b

a

fn(x)dx

∣∣∣∣∣ ≤ 1

π

∫ +∞

−∞

dy

y2 + 1
= 1 = c

(ii) 若 a, b 同号，当 n → ∞ 时有 limn→∞ arctannb = limn→∞ arctanna = π
2
，则有 (1)= 0；

若 a, b异号，不妨设 a < 0 < b，当 n → ∞时有 limn→∞ arctannb = π
2
, limn→∞ arctanna = −π

2
，

则有 (1)= 1。

即有：

lim
n→∞

∫ b

a

fn(x) dx =

0, 若a, b 同号;

1, 若a < 0 < b.

故由定理 (♠)，我们可知
lim
n→∞

fn(x) = δ(x)

问题 (2). 验证：
lim
t→0

ft(x) = δ(x), ft(x) =
1

2
√
πt

e−
x2

4t

Proof. 这里我们令 n = 1
t
，则定理 (♠) 仍然适用：∫ b

a

ft(x)dx =
y= x

2
√

t
======

1√
π

∫ b
2
√

t

a
2
√

t

e−y2

dy

(i) ∣∣∣∣∣
∫ b

a

fn(x) dx

∣∣∣∣∣ ≤
∫ +∞

−∞
ft(x)dx = 1

ft(x) 为正态分布 N(0, 2t) 的概率密度函数，故其在 R 上的积分值为 1

(ii) 结合∫ ∞

−∞
e−y2

dy =

√∫ ∞

−∞
e−y2dy ·

∫ ∞

−∞
e−x2dx =

∫
R2

e−(x2+y2)dxdy =

√∫ π

−π

dθ

∫ ∞

−∞
e−r2dr =

√
π

故我们可知：

lim
n→∞

∫ b

a

fn(x) dx =

0, 若a, b 同号;

1, 若a < 0 < b.

故由定理 (♠)，我们可知
lim
t→0

ft(x) = lim
n→∞

fn(x) = δ(x)
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问题 (3). 设 f ∈ E ′(Rn)，g 是一个 m 次多项式，证明 f ∗ g 是一个至多 m 次多项式. f ∗ 1
等于什么？

Proof. (i) 设 g =
∑m

k=0 akx
k，其中 an ̸= 0，则：

g(x− y) =
m∑

k=0

ak(x− y)k =
m∑

k=0

ak

k∑
j=0

(
k

j

)
xjyk−j

=
m∑
j=0

[
m∑

k=j

ak

(
k

j

)
(−1)jxk−j

]
yj =

m∑
j=0

Pj(x)y
j

Pj(x) =
∑m

k=j ck
(
k
j

)
(−1)jxk−j

由定义，我们可知：

f ∗ g(x) = ⟨f(y), g(x− y)⟩ = ⟨f(y),
m∑
j=0

Pj(x)y
j⟩ =

m∑
j=0

Pj(x)⟨f(y), yj⟩

而 Pj(x) =
∑m

k=j ck
(
k
j

)
(−1)jxk−j 为至多 m 次多项式，⟨f(y), yj⟩ 为常数 ∈ C，故我们可知

f ∗ g 是一个至多 m 次多项式.

(ii) 我们令 (i) 中的 g(x) = 1，则由 (i) 的结论可知 f ∗ 1 为一个至多 0 次多项式，即为常数

⟨f(y), 1⟩ =
∫
Rn f(y)dy，故：

f ∗ 1 = ⟨f(y), 1⟩ =
∫
Rn

f(y)dy
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