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问题 (1). 证明 e−x2

是 S 函数.

证明. (i) e−x2 ∈ C∞

我们对 e−x2

求导，得到：

d(e−x2

)

dx
= −2xe−x2

,
d2(e−x2

)

dx2
= (4x2 − 2)e−x2

由求导的乘积法则我们可以知道：

dn(e−x2

)

dxn
= Pn(x)e

−x2

, deg(Pn) = n

故 e−x2

的任意阶导数存在，即 e−x2 ∈ C∞.

(ii) 对 ∀α, β 有：supx∈R |xαDβf(x)| < c(α, β)

由 (i) 我们可知 Dβe−x2

= Pβ(x)e
−x2

⇒ xαDβe−x2

= xαPβ(x)e
−x2

= Pβ+α(x)e
−x2

=

α+β∑
k=0

pkx
ke−x2

而对于 xke−x2

，我们可知：

d(xke−x2

)

dx
= (kxk−1 − 2xk+1)e−x2

= 0 ⇒ x = ±
√
k

2
⇒ |xke−x2

| ≤ (
k

2
)ke−

k
2 =Mk.

则

|xαDβe−x2

| =

∣∣∣∣∣
α+β∑
k=0

pkx
ke−x2

∣∣∣∣∣ ≤
α+β∑
k=0

|pkxke−x2

| ≤
α+β∑
k=0

Mk|pk| = c(α, β) <∞

故

sup
x∈R

|xαDβf(x)| < c(α, β)

综上我们可知：e−x2

是 S 函数.

问题 (2). 设 P (ξ)，Q(ξ) 皆为常系数多项式，证明以下各个命题等价：

(1) φ(x) ∈ S ;

(2) 对任意 P (ξ)，Q(ξ)，P (x)Q(D)φ ∈ S ;

1



(3) 对任意 P (ξ)，Q(ξ)，Q(D)[P (x)φ(x)] ∈ S .

证明. 由于 P (ξ)，Q(ξ) 皆为常系数多项式，故我们可设 P (x) =
∑m

k=0 akx
k，Q(x) =

∑n
k=0 bkx

k.

(I) (1)⇒(2)

首先由于 φ(x) ∈ S 故 ψ(x) = Q(D)φ(x) ∈ S , 进而有

|P (x)Q(D)φ(x)| =

∣∣∣∣∣
m∑

k=0

akx
kψ(x)

∣∣∣∣∣ =
m∑

k=0

|ak| · |xkψ(x)|

而由于 ψ(x) ∈ S，故 ∃mk > 0，使得 |xkψ(x)| < mk，则

|P (x)Q(D)φ(x)| <
m∑

k=0

|ak| ·mk <∞

故 P (x)Q(D)φ(x) ∈ S .

(II) (2)⇒(3)

我们对乘积 P (x)φ 求导 Q(D)，有：

Q(D)[P (x)φ] =
∑
γ≤β

(
β

γ

)
DγP (x) ·Dβ−γφ

其中 Q(D) =
∑

|β|≤k bβD
β，

(
β
γ

)
为组合系数，DγP (x) 是 P (x) 的 γ 阶导数（仍为多项式）.

对任意项 DγP (x) ·Dβ−γφ，令 P1(x) = DγP (x) 为多项式，Q1(D) = Dβ−γ；则我们由 (2) 的

条件，可知：P1(x)Q1(D)φ = DγP (x) ·Dβ−γφ ∈ S .

(III) (3)⇒(1)

取 P (x) = 1，Q(D) = Dβ. 我们由 (3) 的条件，Q(D)[1 · φ] = Dβφ ∈ S，故 Dβφ 存在且连

续. 由 β 的任意性，φ ∈ C∞(Rn).

取 Q(D) = 1，P (x) = xα. 我们由 (3) 的条件，1 · [xαφ] = xαφ ∈ S，故 sup
x∈Rn

|xαφ(x)| < +∞.

结合无穷可微性，对任意多重指标 β，需证 sup
x∈Rn

∣∣xαDβφ
∣∣ < +∞. 取 P (x) = xα，Q(D) = Dβ，

由 (3) 的条件，Dβ[xαφ] ∈ S . 展开 Dβ[xαφ] 可知其为有限项的和，每项形如 Dγxα ·Dβ−γφ

（γ ≤ β ），其中 Dγxα 是多项式，Dβ−γφ 是 φ 的导数. 由施瓦茨函数定义，这些项的上确界
有限，故 sup

x∈Rn

∣∣xαDβφ
∣∣ < +∞.

故 φ ∈ S .
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