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问题 (1). 设 Ω = BR(Q)，u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω). 证明：

(i) u(Q) =
1

4πR2

∫
∂BR

u dSp +
1

4π

∫
BR

(
1

R
− 1

r

)
∆u dx

(ii) 若 ∆u ≥ 0，则 u(Q) ≤ 1

4πR2

∫
∂BR

u dSp.

我们先回顾我们在求 Laplace 方程基本解过程中用到的公式：

引理.
u(Q) =

1

4π

∫
∂Ω

1

r

∂u

∂n
ds− 1

4π

∫
Ω

1

r
∆udx− 1

4π

∫
∂Ω

u
∂

∂n

1

r
ds

证明. u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω)，我们取 v = 1
r
。但 v = 1

r
在原点处有奇点，不满足 Green 公式的条件。

v = 1
r
= r2−3 是基本解的主项。为处理奇点，设 Bε(0) 是以原点为球心、ε 为半径的小球，定

义：

Ωε = Ω \Bε(0)

在新的区域 Ωε 上，v = 1
r
∈ C2(Ωε) ∩ C(Ωε)。

在 Ωε 上应用 Green 公式：∫
Ωε

(u∆v − v∆u)dx =

∫
∂Ωε

(
u
∂v

∂n
− v

∂u

∂n

)
ds

由于基本解满足：

∆E(r) = δ(r) =

∞, r = 0

0, r ̸= 0
⇒ ∆

1

r

∣∣∣∣
Ωε

= 0

边界 ∂Ωε 由两部分组成：∂Ω 和 ∂Bε。因此：∫
∂Ωε

(
u
∂v

∂n
− v

∂u

∂n

)
ds =

∫
∂Ω

(
u
∂v

∂n
− v

∂u

∂n

)
ds+

∫
∂Bε

(
u
∂v

∂n
− v

∂u

∂n

)
ds
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在球面 ∂Bε 上，外法向量指向球心，因此：∫
∂Bε

(
u
∂v

∂n
− v

∂u

∂n

)
ds

=

∫
∂Bε

[
u ·

(
− 1

r2

)
− 1

r
·
(
−∂u

∂r

)]
ds

=

∫
∂Bε

(
− u

r2
+

1

r

∂u

∂r

)
ds

= − 1

ε2

∫
∂Bε

uds+
1

ε

∫
∂Bε

∂u

∂r
ds

应用积分中值定理，存在 Q∗, Q̂ ∈ ∂Bε 使得：

1

ε2

∫
∂Bε

uds =
1

ε2
· 4πε2 · u(Q∗) = 4πu(Q∗)

1

ε

∫
∂Bε

∂u

∂r
ds =

1

ε
· 4πε2 · ∂u

∂r
(Q̂) = 4πε

∂u

∂r
(Q̂)

当 ε → 0 时，Q∗, Q̂ → Q，且第二项趋于零。因此：

lim
ε→0

∫
∂Bε

(
u
∂v

∂n
− v

∂u

∂n

)
ds = −4πu(Q)

综合以上结果，得到：∫
Ω

1

r
∆udx =

∫
∂Ω

(
u
∂

∂n

1

r
− 1

r

∂u

∂n

)
ds+ 4πu(Q)

即：

u(Q) =
1

4π

∫
∂Ω

1

r

∂u

∂n
ds− 1

4π

∫
Ω

1

r
∆udx− 1

4π

∫
∂Ω

u
∂

∂n

1

r
ds

接下来我们来证明问题：

证明. (i) 由上面结论：

u(Q) =
1

4π

∫
∂Ω

1

r

∂u

∂n
ds− 1

4π

∫
Ω

1

r
∆u dx− 1

4π

∫
∂Ω

u
∂

∂n

1

r
ds

由于 Ω = BR(Q)，其中在 ∂Ω 上我们有
∂

∂n
(
1

r
) =

∂

∂r
(
1

r
) = − 1

r2
= − 1

R2
. 则有

u(Q) =
1

4π

∫
∂BR

1

R

∂u

∂n
ds− 1

4π

∫
∂BR

u

(
− 1

R2

)
ds− 1

4π

∫
Ω

1

r
∆u dx

=
1

4πR2

∫
∂BR

u dS +
1

4πR

∫
∂BR

∂u

∂n
ds− 1

4π

∫
Ω

1

r
∆u dx

我们在 Ω 上运用格林公式：∫
Ω

(u∆v − v∆u)dx =

∫
∂Ω

(
u
∂v

∂n
− v

∂u

∂n

)
ds

取 v = 1，则有： ∫
∂BR

∂u

∂n
ds =

∫
BR(Q)

∆u dx
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代入上式得：

u(Q) =
1

4πR2

∫
∂BR

u dS +
1

4πR

∫
BR(Q)

∆u dx− 1

4π

∫
Ω

1

r
∆u dx

=
1

4πR2

∫
∂BR

u dS +
1

4π

∫
BR(Q)

(
1

R
− 1

r

)
∆u dx

(ii) 我们记 I1 =
1

4πR2

∫
∂BR

u dS，I2 =
1

4π

∫
BR(Q)

(
1

R
− 1

r

)
∆u dx，则 u(Q) = I1 + I2。

当 ∆u ≥ 0 时，由于在 BR(Q) 内 1
R
− 1

r
≤ 0，故 I2 ≤ 0，从而

u(Q) = I1 + I2 ≤ I1 =
1

4πR2

∫
∂BR

u dSp

故原命题成立！

问题 (2). 若 Ω 是有界连通开集，u ∈ C(Ω) ∩ C2(Ω)，并且 u 在 Ω 上满足：∆u ≥ 0 且 u 不

恒为常数，则 u 必不可在 Ω 内部达到其上确界。

证明. 我们仿照定理 6.1.1 的方法，使用反证法。假设 u 在 Ω 上非常数但在 Ω 内部达到其上确界。

设 M = supΩ u，且存在 Q ∈ Ω 使得 u(Q) = M。由于 Ω 是连通开集，存在 δ > 0 使得闭球

Bδ(Q) ⊂ Ω。

由 ∆u ≥ 0，根据问题 (1) 的 (ii)，我们有：

u(Q) ≤ 1

4πδ2

∫
∂Bδ(Q)

u dS

由于 u是非常值函数且在 Q处达到最大值M，存在点 P0 ∈ Bδ(Q)使得 u(P0) < M。由 u的连

续性，存在 P0 在球面 ∂Bδ(Q)上的投影点 P（或通过连续路径连接），以及 P 的邻域 VP ⊂ ∂Bδ(Q)，

使得对于所有 x ∈ VP 有：

u(x) ≤ u(P0) +M

2
< M

我们考虑球面积分：

1

4πδ2

∫
∂Bδ(Q)

u dS =
1

4πδ2

(∫
VP

u dS +

∫
∂Bδ(Q)\VP

u dS

)

在 VP 上：u(x) ≤ u(P0) +M

2
< M；在 ∂Bδ(Q) \ VP 上：u(x) ≤ M

记 S(VP ) 表示区域 VP 的面积，S(∂Bδ(Q)) = 4πδ2 为整个球面的面积，则有：

1

4πδ2

∫
∂Bδ(Q)

u dS ≤ 1

4πδ2

[
S(VP ) ·

u(P0) +M

2
+ (4πδ2 − S(VP )) ·M

]
=

S(VP )

8πδ2
· u(P0) +

(
1− S(VP )

4πδ2
+

S(VP )

8πδ2

)
M

=
S(VP )

8πδ2
· u(P0) +

(
1− S(VP )

8πδ2

)
M

令 λ =
S(VP )

8πδ2
，则 0 < λ ≤ 1

2
（因为 S(VP ) ≤ 4πδ2），于是：

1

4πδ2

∫
∂Bδ(Q)

u dS ≤ λu(P0) + (1− λ)M < M
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但根据平均值不等式，我们有：

M = u(Q) ≤ 1

4πδ2

∫
∂Bδ(Q)

u dS < M

这就得到了矛盾：M < M。因此，假设不成立，u 不可能在 Ω 内部达到其上确界。

问题 (3). 设 Ω 是有界连通开集，u ∈ C(Ω) ∩ C2(Ω) 满足方程

∆u− u2 = 0, x ∈ Ω

则 u 必不可在 Ω 内部达到最大值，除非 u ≡ 0。

证明. 若 u 是常数，则代入方程 ∆u− u2 = 0 ，此时 ∆u = 0 ，故 0− u2 = 0 ，解得 u ≡ 0 。

若 u 不是常数，由方程可知 ∆u = u2 ≥ 0 。

由上题我们可知：u 必不可在 Ω 内部达到其上确界，即 u 不能在 Ω 内部达到最大值，矛盾。

综上，命题得证。
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