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问题 (1). 考虑热传导方程的初值问题：∂tu− a2∂xxu = 0, t > 0

u|t=0 = φ(x)
(1)

条件：存在常数 B > 0，对 ∀t ≥ 0，−∞ < x < +∞，满足 |u(x, t)| < B.
证明 稳定性.

稳定性的证明.
设 u1, u2 分别满足：∂tu1 − a2∂xxu1 = 0, t > 0

u1|t=0 = φ1(x)

∂tu2 − a2∂xxu2 = 0, t > 0

u2|t=0 = φ2(x)

并且 |φ1(x)− φ2(x)| < η，只需证明 |u1 − u2| < η.
令 w = u1 − u2，则 w 满足方程：∂tw − a2∂xxw = 0, t > 0

w|t=0 = φ1 − φ2

且 w 有界：|w| ≤ |u1|+ |u2| ≤ 2B.
取任意给定点 (x0, t0)，t0 > 0，考虑区域 R0 = {(x, t) | |x− x0| ≤ L, 0 ≤ t ≤ t0}.
构造辅助函数：

v(x, t) =
4B2

L2

(
|x− x0|2

2
+ a2t

)
+ η

则：
∂v

∂t
− a2

∂2v

∂x2
=

4B2a2

L2
− a2 · 4B

2

L2
= 0

在抛物边界 ΓT 上：

♠ 底边 t = 0：v(x, 0) = 2B2

L2 (x− x0)
2 + η ≥ η > |φ1(x)− φ2(x)| = w(x, 0)，因为 |φ1 − φ2| < η

且 (x− x0)
2 ≥ 0.

♠ 侧边 x = x0 ± L：v(x0 ± L, t) = 2B2 +
4B2a2

L2
t + η ≥ 2B2 + η ≥ 2B ≥ |w(x0 ± L, t)|，因为

|w| ≤ 2B 且 2B2 + η ≥ 2B（取 B ≥ 1 时成立）.

1



因此 v(x, t)
∣∣
ΓT

≥ w(x, t)
∣∣
ΓT
成立. 此时我们令 h = v − u，则有 h

∣∣
ΓT

≥ 0. 又由极值原理，h 的

最大最小值在抛物边界上取到，而 h
∣∣
ΓT

≥ 0，故在 R0 上成立：

h ≥ 0 ⇒ v(x, t) ≥ w(x, t)

即

w(x, t) ≤ 4B2

L2

(
|x− x0|2

2
+ a2t

)
+ η

同理可证：

w(x, t) ≥ −4B2

L2

(
|x− x0|2

2
+ a2t

)
− η

因此：

|w(x, t)| ≤ v(x, t) =
4B2

L2

(
|x− x0|2

2
+ a2t

)
+ η

在点 (x0, t0) 处：

|w(x0, t0)| ≤
4B2a2

L2
t0 + η

令 L → ∞，则 |w(x0, t0)| ≤ η. 由 (x0, t0) 的任意性，|u1 − u2| ≤ η.
这样我们便完成了稳定性的证明.

问题 (2). 用傅立叶方法求解以下初边值问题：
∂u

∂t
− ∂2u

∂x2
= 0, 0 < x < π, t > 0

u(0, t) = u(π, t) = 0

u(x, 0) = sinx

(2)

解. 设解具有变量分离形式 u(x, t) = X(x)T (t)，代入齐次方程可得：

X(x)T ′(t)− T (t) ·X ′′(x) = 0

分离变量得：
X ′′(x)

X(x)
=

T ′(t)

T (t)
= −λ

由边界条件：

u(0, t) = X(0)T (t) = 0 对 ∀t, u(π, t) = X(π)T (t) = 0 对 ∀t

我们得到对应的SL 问题：X ′′(x) + λX(x) = 0, 0 < x < π

X(0) = X(π) = 0

1. 当 λ < 0 时，特征方程为 µ2 + λ = 0，即 µ = ±
√
−λ，通解为：

X(x) = C1e
√
−λx + C2e

−
√
−λx

代入边界条件： C1 + C2 = 0

C1e
√
−λπ + C2e

−
√
−λπ = 0

⇒ C1 = C2 = 0

则 X(x) ≡ 0，此时 u(x, t) = 0，不符合初值条件，舍去。
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2. 当 λ = 0 时，X(x) = C1x+ C2，代入边界条件：C2 = 0

C1π + C2 = 0
⇒ C1 = C2 = 0

仍然只有零解，不符合要求。

3. 当 λ > 0 时，通解为：

X(x) = C1 cos
√
λx+ C2 sin

√
λx

代入边界条件： X(0) = C1 = 0

X(π) = C2 sin
√
λπ = 0

当 λk = k2，k ∈ N∗ 时，C2 可以不为 0。

得到特征函数：

Xk(x) = Ck sin(kx)

我们设 (2) 的解可表示为：

u(x, t) =
∞∑

n=1

An(t) sin(nx)

其中 An(t) 为我们要求的待定函数。

由初始条件 u(x, 0) = sinx 得：

u(x, 0) =
∞∑

n=1

An(0) sin(nx) = sinx

利用正交性，两边乘以 sin(mx) 并在 [0, π] 上积分：∫ π

0

(
∞∑

n=1

An(0) sin(nx)
)

sin(mx) dx =

∫ π

0

sinx sin(mx) dx

而 ∫ π

0

sinx sin(mx) dx =

0, m ̸= 1
π

2
, m = 1

因此：

A1(0) = 1, An(0) = 0 (n ̸= 1)

我们将 u(x, t) =
∑∞

n=1 An(t) sin(nx) 代入方程 ∂u

∂t
− ∂2u

∂x2
= 0：

∂u

∂t
=

∞∑
n=1

A′
n(t) sin(nx)

∂u

∂x
=

∞∑
n=1

An(t) · n cos(nx)

∂2u

∂x2
=

∞∑
n=1

An(t) · (−n2) sin(nx) = −
∞∑

n=1

n2An(t) sin(nx)
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代入方程得：
∞∑

n=1

A′
n(t) sin(nx) +

∞∑
n=1

n2An(t) sin(nx) = 0

即：
∞∑

n=1

[
A′

n(t) + n2An(t)
]

sin(nx) = 0

由于 {sin(nx)}∞n=1 是线性无关函数族，故各项系数为零：

A′
n(t) + n2An(t) = 0, n = 1, 2, 3, . . .

对于一阶线性常微分方程：
dAn

dt
+ n2An = 0

其通解为：

An(t) = Cne
−n2t

结合初始条件 An(0) = Cn ，我们可得：

A1(t) = 1 · e−t, An(t) = 0 (n ̸= 1)

于是：

u(x, t) =
∞∑

n=1

An(t) sin(nx) = e−t sinx+
∞∑

n=2

0 · sin(nx) = e−t sinx

综上：原问题的解为：

u(x, t) = e−t sinx
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