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01. 继续思考 I

继续思考
这是我对论文内容的质疑和对论文中的证明细节、命题的思考与改进，给出了几个命题放在
了第四小节。
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02. 定理 I

定理（Turán Theorem）
如果 G 是 n 个顶点的 Kr+1-free 图，则 e(G) ≤ e(Tn,r ).
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03. 定理 I

定理
对任意 η > 0，存在 α0 > 0，使得当 n 充分大时，任意 n 阶图 G 若满足

e(G) ≥
(
1

8
+ η

)
n2,

则 G 要么含有一个 K4，要么包含一个大小大于 α0n 的独立集。
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04. 定理 I

定理
[1, Theorem 1.6]
存在绝对常数 γ > 0，使得若图 G 满足 α(G) = αn、α ≤ γ，且

e(G) ≥ n2

8
+

3

2
αn2,

则 G 必含 K4。

杨锟 2313878 南开大学

K4 的 Ramsey–Turán 问题 7 / 43



说明、背景与主结果 预备约化与拟随机对 主定理证明中的结构断言 最后计数与边界估计 参考文献

05. 定理 I

定理
存在阈值 0 < γ∗ ≪ 1，使得当 0 < γ ≤ γ∗、n 充分大且图 G 满足

e(G) >
n2 + n

8
+

γ − γ2

2
n2, α(G) ≤ γn,

则 G 必含 K4。
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06. 定理 I

定理
取 ν = 1/500，并设

γ = exp
(
−10 log(1/ν)

ν

)
, N = exp

(
10 log(1/ν)

ν

)
.

若 n ≥ N，图 G 满足
α =

α(G)

n ≤ γ

且

e(G) >
n2 + n

8
+

α− α2

2
n2,

其中 α = α(G)/n，则 G 必含 K4。
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07. 继续思考 I

继续思考
一开始看到 9 的取 ν = 1/500，我就在想为什么是取 ν = 1/500，有没有什么特殊含义？从
后续的证明来看，这里的 ν = 1/500 主要是起到控制误差项的作用，比如说控制
7νn, 15νn, 15νn, 41νn 然后最重要的是保证 α ≪ ν2n, ν3n。
我也对 ν 的取值范围进行了进一步的探讨，最终发现如果按照论文中的不等式放缩关系，
我们只需取 ν < 1/321 即可，具体的计算过程见 prop4.1。
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08. 断言 I

断言
子图 G1 的顶点数严格大于 √

α(G)n/2,

从而在 n ≥ N 时也有
|V (G1)| >

√
α(G)N/2.
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09. 继续思考 I

继续思考
12 中的下界，是把 1−α 直接粗略估成了 1/2。虽然这一步对后面的证明没有影响，但如果
我们保留原式中的 α(1− α)，可以直接得到更强的

|V (G1)| >
√

α(G)(n − α(G)).
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10. 断言 I

断言
图 G1 的最小度至少为 n1/4。此外，

e(G1) >
n2
1 + n1

8
+

α1 − α2
1

2
n2
1.
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11. 断言 I

断言
若 F = F (A,B) 是一个二部图，且 1 ≤ k ≤ |A|、1 ≤ m ≤ |B|，则

dF (A,B) =
1(|A|

k
)(|B|

m
) ∑

X∈(A
k), Y∈(B

m)

dF (X ,Y ).
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12. 引理 I

引理
设 F [A,B] 是一个二部图，其中 |A| = a、|B| = b，并且 A 中每个顶点在 B 中至少有 δb 个
邻点。若 0 < ε ≤ δ/6，则 F 含有一个 ε+-regular pair 子图 F [X ,Y ]，满足

|X | ≥ exp
(
−2 log(2/ε) log(2/δ)

ε

)
a, |Y | ≥ (δ − 2ε)b,

并且对每个 v ∈ X 都有
deg(v ,Y ) ≥ (δ − 2ε)b.
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13. 继续思考 I

继续思考
16 可以说是支撑这整个证明的最重要的一个引理。相比 16 ，我们引入了一个新参数进行推
广，得到了一个更精细的下界，具体请见 prop4.2。
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14. 断言 I

断言
若 i ≥ 1 且 u ∈ Xi，那么 u 在

Y ′
1 ∪ Y ′

2 ∪ · · · ∪ Y ′
i

中的邻点数至多为
2ε
(
|Y ′

1|+ · · ·+ |Y ′
i |
)
.

杨锟 2313878 南开大学

K4 的 Ramsey–Turán 问题 18 / 43



说明、背景与主结果 预备约化与拟随机对 主定理证明中的结构断言 最后计数与边界估计 参考文献

1 说明、背景与主结果

2 预备约化与拟随机对

3 主定理证明中的结构断言

4 最后计数与边界估计

5 参考文献

杨锟 2313878 南开大学

K4 的 Ramsey–Turán 问题 19 / 43



说明、背景与主结果 预备约化与拟随机对 主定理证明中的结构断言 最后计数与边界估计 参考文献

15. 观察 I

观察
设 F 是一个 K4-free 图，S ⊆ V (F )，且 uv ∈ E (F )。则

degF (u, S) + degF (v , S) ≤ |S|+ α(F ).
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16. 事实 I

事实
有

α = α(G)/n < exp
(
− log(2/ν)

ν

)
ν2 < ν3.
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17. 断言 I

断言
由于 G 不含 K4，有

|A1| ≥
n
2
− 6νn − α(G).
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18. 断言 I

断言
对每个 v ∈ A2，其在 A2 内的度满足

deg(v ,A2) ≤ ν|A1|.
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19. 继续思考 I

继续思考
这里的下界还可以进一步改进。对每个 v ∈ A′

2，由 23 和 16 可得

deg(v ,B2) ≥
n
4
− ν|A1| − 2ν|V \ A2|.

又因为 |A2| ≥ (1− ν)|A1|，所以

ν|A1|+ 2ν|V \ A2| = ν|A1|+ 2ν(n − |A2|)
≤ 2νn − (1− 2ν)ν|A1|
< 2νn.

因此
deg(v ,B2) >

n
4
− 2νn.
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19. 继续思考 II

由于 |A′
2| > α(G)，可以在 A′

2 中取一条边 uv。对这条边应用 20，得到

|B2|+ α(G) ≥ deg(u,B2) + deg(v ,B2) >
n
2
− 4νn.

从而
|B2| >

n
2
− 4νn − α(G).

再由 B3 的定义和 ν+-regular 性，

|B3| ≥ (1− ν)|B2| ≥ |B2| − νn >
n
2
− 5νn − α(G).
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20. 断言 I

断言
对每个 v ∈ B3，其在 B3 内的度满足

deg(v ,B3) ≤ ν|B2|.
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21. 观察 I

观察
对每个 v ∈ A′，有

deg(v ,B3) ≥ n/9;

对每个 u ∈ B′，有
deg(u,A2) ≥ n/9.
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22. 继续思考 I

继续思考
原论文在这里写出的下界是 n/9，但若只使用前面已经粗化过的不等式

|V \ (A2 ∪ B3)| ≤ 14νn + 2α(G),

则对 v ∈ A′ 只能保证

deg(v ,B3) ≥
(
1

8
− 7ν

)
n − α(G).

当 ν = 1/500 时，这个下界略小于 n/9，所以前面粗略估计不足以证明原结论。不过，保留
Step 3 中应用 16 时得到的度数范围，我们可以把 B3 的下界加强到

|B3| >
n
2
− 5νn − α(G),

从而补全 n/9 的证明。
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23. 继续思考 I

继续思考
上面的计算实际上给出了比 n/9 更精确的结论。由

|A2| ≥
n
2
− 7νn − α(G), |B3| >

n
2
− 5νn − α(G)

可得
|V \ (A2 ∪ B3)| < 12νn + 2α(G) < (12ν + 2ν3)n.

因此，对任意 x ∈ V \ (A2 ∪ B3)，都有

deg(x ,A2) + deg(x ,B3) >

(
1

4
− 12ν − 2ν3

)
n.
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23. 继续思考 II

结合 A′、B′ 的定义，可以进一步得到

deg(x ,B3) >

(
1

8
− 6ν − ν3

)
n (x ∈ A′),

以及

deg(x ,A2) >

(
1

8
− 6ν − ν3

)
n (x ∈ B′).

杨锟 2313878 南开大学

K4 的 Ramsey–Turán 问题 30 / 43



说明、背景与主结果 预备约化与拟随机对 主定理证明中的结构断言 最后计数与边界估计 参考文献

24. 断言 I

断言
若 v ∈ A，则

deg(v ,A \ A′) ≤ α(G);

同理，若 u ∈ B，则
deg(u,B \ B′) ≤ α(G).
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25. 断言 I

断言
任意 v ∈ A 都满足

deg(v ,A) ≤ α(G),

任意 u ∈ B 都满足
deg(u,B) ≤ α(G).
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26. 断言 I

断言
存在某个非负整数 k ≤ 3α(G)，使得

n
2
− k ≤ |A|, |B| ≤ n

2
+ k.
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27. 断言 I

断言
图 G [A] 与 G [B] 都不含长度为 3, 5, 7 的奇圈。
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28. 继续思考 I

继续思考
原文这里只排除了 C3,C5,C7，是因为后面调用 37 时已经足够了。不过上面的计算其实还
能继续往后推：每沿奇圈前进两个顶点，相应邻域与前一个邻域之间至多多损失 7α(G) 个
点，我给出了对于一般奇圈的版本，具体请见 prop4.3。
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29. 引理 I

引理
若图 F 不含长度为 3, 5, 7 的圈，则

e(F ) ≤ α(F )2.
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30. 断言 I

断言
集合 IA ∪ LA 在 G [A] 中是独立集，集合 IB ∪ LB 在 G [B] 中也是独立集；此外，IA 中的顶点
在 A 内没有邻点，IB 中的顶点在 B 内也没有邻点。
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31. 断言 I

断言
经过上述操作后得到的新图 G ′ 的总边数不会比原图 G 边数更少，而且 G ′ 仍然是 K4-free
的。
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32. 断言 I

断言
有

e(G ′[MA]) ≤
(
α(G)− (|IA|+ |LA|)

)2
,

以及
e(G ′[MB ]) ≤

(
α(G)− (|IB |+ |LB |)

)2
.
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