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1 对本文证明的理解、改进与质疑

本文的证明分为三个阶段。首先将原图约化到一个最小诱导子图 G1，从而获得 δ(G1) ≥
|V (G1)|/4的最小度条件。随后两次应用单侧的 ε+-regular pair引理，依次抽出集合A1, A2, A

′
2, B2, B3，

建立接近二分的结构。最后将剩余顶点分入 A,B 两侧，并通过内部度估计、短奇圈排除与对称化，
将问题化为对内部图 G′[MA]、G′[MB] 的边数估计。

证明的主要结构性工作集中在前两个阶段：极小诱导子图提供统一的最小度条件，两次 one-
sided regular pair 提取则建立近似二分结构。Step 5 中的代数计算是在这一结构基础上完成最终计
数。

1.1 我对整体证明路线的理解

这套证明遵循先做结构，再做计数的路线。最小诱导子图 G1 将原问题约化为具有统一最小度
下界的情形；两次 ε+-regular pair 的提取进一步建立稳定的二分骨架。Step 4 和 Step 5 再围绕该
骨架完成结构整理与计数。
这与极值图论中先确定近似极值结构、再进行精细计数的常见路线一致。本文没有借助 Sze-

merédi 正则引理 [6] 给出全局划分，而是直接提取一个足够大的局部单侧拟随机对，并围绕该结构
展开后续分析。

1.2 我认为最关键的两个局部步骤

第一个关键步骤是文中的 Lemma 2.5 的使用。这个引理并不是传统意义上的“正则对”，因为
它只要求任意大子对之间的密度下界，而不要求密度接近整体密度。也正因为如此，它更弱，却也
更容易在本文需要的地方发挥作用。作者并不需要一个全局的 regular partition；他只需要一个足
够大的二分片段，使得后面每次想从一边往另一边找线性数量的邻点时，不会突然掉到太稀薄的区
域里。
第二个关键步骤是文中的 Claim 3.9。这一条把“内部度很小”加强成了“内部度至多为 α(G)”。

这个变化的意义非常大：如果只知道 deg(v,A) ≪ n，那还只是一个粗略的稀疏性信息；而一旦把
上界压到 α(G)，就能立刻与独立数条件配合，推出三角形、短奇圈和公共邻点的很多强限制。后
面 |A|, |B| = n/2 +O(α(G)) 的平衡结论，以及 G[A], G[B] 中不含 C3, C5, C7 的结构结论，都是从
这一步开始真正接上去的。
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1.3 一个参数化改进

文中的 Lemma 2.5 可以进一步参数化。原文在迭代里固定采用“把坏顶点阈值设为 2ε”的做
法，这样最后得到

|X| ≥ exp
(
−2 log(2/ε) log(2/δ)

ε

)
|A|.

这个下界已经足够支撑主定理，但它并不是最优的。若把阈值改成 tε（其中 1 < t < δ/ε），则可以
得到一个更灵活的版本：

|X| ≥ exp
(
−

log 1
ε(1−1/t)

· log 1−tε
δ−tε

log 1
1−ε

)
|A|,

并且
|Y | ≥ δ − tε

1− tε
|B|.

该参数化形式揭示了两个下界之间的权衡：t 较小时，Y -侧保留得更多；t 较大时，X-侧的指
数损失较小。后续常数均受到这一提取步骤的影响，因此优化 γ 或 N 时可以首先调整参数 t。

1.4 我对原文中两个细节的看法

第一个细节是 Observation 3.6。原文写出 deg(v,B3) ≥ n/9 时，如果只使用已经被粗化过的下
界，常数上会出现一个小缺口。我重新整理这一步时发现：问题不在结论本身，而在于中间不能过
早把 |B3| 粗化成 n

2
− 7νn−α(G)。保留 Step 3 中从 ε+-regular pair 得到的度数余量后，仍可严格

推出 n/9。因此这一处需要补充常数追踪，而不需要修改结论。
第二个细节是 Claim 3.9。原文只给出了证明梗概，但该断言是后续结构分析的关键。完整证明

需要说明两点：为什么 deg(v,A) > α(G) 会在 A 内产生一个三角形；以及为什么该三角形中必有
两个顶点在 B 中拥有多于 α(G) 个公共邻点。补全这两步后，所需的常数余量可以得到严格验证。

1.5 一个可以直接保留下来的更强结论

我还觉得，原文最后的主定理证明里其实包含了一个没有被单独说出来的稳定性信息。作者在
最后得到

2e(G) ≤ |A||B|+ α(G)n− α(G)2,

再代入
|A| = n

2
+ k, |B| = n

2
− k

以后，其实得到的是

e(G) ≤ n2

8
+

α(G)n− α(G)2

2
− k2

2
.

也就是说，两边越不平衡，允许的边数上界就越低。这条额外的 −k2/2 没有被写进主定理，因为证
明主结论并不需要它；但如果从“极值结构有多接近二分”这个角度看，它其实已经是一条相当明
确的稳定性信息了。

1.6 三个还能单独提出的加强命题

我重新从头到尾看了一遍以后，觉得至少还有三处内容可以不只是停留在口头讨论，而是能正
式写成命题并给出完整证明。
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Proposition 1.1. 设 G1 是正文中取出的极小诱导子图，则实际上有

|V (G1)| >
√
α(G)(n− α(G)).

Proof. 在正文中，作者为了得到一个足够使用的下界，把

α− α2

2
n2 =

α(G)(n− α(G))

2

粗略地压成了 α(G)n/4。如果不做这一步粗化，那么由极小诱导子图的定义可知

e(G1) >
α(G)(n− α(G))

2
.

另一方面，若记 n1 = |V (G1)|，则因为 G1 是简单图，

e(G1) ≤
(
n1

2

)
<

n2
1

2
.

比较这两个不等式，得到
n2
1 > α(G)(n− α(G)),

于是
|V (G1)| >

√
α(G)(n− α(G)).

这比正文中使用的
|V (G1)| >

√
α(G)n/2

略强一些。

Proposition 1.2. 设正文最后得到的划分满足

|A| = n

2
+ k, |B| = n

2
− k.

则实际上有

e(G) ≤ n2

8
+

α(G)n− α(G)2

2
− k2

2
.

Proof. 正文最后已经证明
2e(G) ≤ |A||B|+ α(G)n− α(G)2.

把

|A||B| =
(n
2
+ k
)(n

2
− k
)
=

n2

4
− k2

代入，就得到

2e(G) ≤ n2

4
− k2 + α(G)n− α(G)2.

两边同时除以 2，便有

e(G) ≤ n2

8
+

α(G)n− α(G)2

2
− k2

2
.

所以主定理最后的计算其实还保留了一条稳定性信息：如果最后得到的二分结构不够平衡，那么边
数上界会自动下降。
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Proposition 1.3. 设 G 是 K4-free 图，并且在正文 Step 4 的记号下已经得到集合 A,B，满
足

deg(v,A) ≤ α(G) (v ∈ A), deg(u,B) ≤ α(G) (u ∈ B),

以及
n

2
− 3α(G) ≤ |A|, |B| ≤ n

2
+ 3α(G).

若 r ≥ 1 且
(28r + 8)α(G) < n,

则 G[A] 与 G[B] 都不含长度为 2r + 1 的圈。

Proof. 只证明 G[A] 的情形。设反面存在一个长度为 2r + 1 的圈

v1v2 · · · v2r+1v1 ⊆ G[A].

对每个 i，记
Hi := N(vi) ∩B.

由于 vi ∈ A 且 deg(vi, A) ≤ α(G)，由最小度条件 δ(G) ≥ n/4 可得

|Hi| = deg(vi, B) ≥ n

4
− α(G).

又因为
|B| ≤ n

2
+ 3α(G),

并且对每条边 vivi+1 来说，集合 Hi ∩Hi+1 必须是独立集，否则就会和 vivi+1 一起构成一个 K4。
因此

|Hi ∩Hi+1| ≤ α(G).

于是
|B \ (Hi ∪Hi+1)| = |B| − |Hi| − |Hi+1|+ |Hi ∩Hi+1|

≤
(n
2
+ 3α(G)

)
− 2

(n
4
− α(G)

)
+ α(G)

= 6α(G).

另一方面，
Hi+2 \Hi ⊆

(
Hi+2 ∩Hi+1

)
∪
(
B \ (Hi ∪Hi+1)

)
,

因此
|Hi+2 \Hi| ≤ 7α(G).

沿着奇数下标反复使用这个估计，得到

|H2r+1 \H1| ≤ 7rα(G).

从而
|H2r+1 ∩H1| ≥ |H2r+1| − |H2r+1 \H1| ≥

n

4
− (7r + 1)α(G).

而条件 (28r + 8)α(G) < n 蕴含

n

4
− (7r + 1)α(G) > α(G),
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于是
|H2r+1 ∩H1| > α(G).

但 v1v2r+1 ∈ E(G)，所以公共邻点集合

H2r+1 ∩H1 = N(v1) ∩N(v2r+1) ∩B

必须是独立集，其大小至多为 α(G)，矛盾。
因此 G[A] 中不存在长度为 2r + 1 的圈。对 G[B] 的证明完全相同。

1.7 回到 ν = 1/500 能否改进

我觉得这个问题是可以认真往前推进的，而且不是只有“直觉上应该还能改”，而是可以明确写
出一条改进链。原文把 ν 固定为 1/500，主要是为了让后面的常数判断都一次通过。但如果把 Step
3、Step 4 中几处过早粗化的地方收紧，那么至少可以把这个阈值明显往上推。

Proposition 1.4. 沿用原文的整体证明框架，并保持

γ = exp
(
−10 log(1/ν)

ν

)
, N = exp

(
10 log(1/ν)

ν

)
,

只要 0 < ν < 1/321，则正文中从 Step 1 到 Step 5 的论证仍然可以完成。也就是说，把原文
中的 ν = 1/500 换成任意 ν < 1/321 仍然足够。

Proof. 证明的关键不在于重写整篇文章，而在于找出原文里真正限制 ν 的地方，并用更精细的估计
替换掉其中最粗的几步。
先看 Step 3。对每个 v ∈ A2，由 Claim 2.4 的结论可知

deg(v, V \A2) ≥
n

4
− ν|A1|.

将 Lemma 2.5 应用于二部图 G[A2, V \A2] 后，对每个 v ∈ A′
2，有

deg(v,B2) ≥
n

4
− ν|A1| − 2ν|V \A2|.

注意到
|V \A2| = n− |A2|, |A2| > (1− ν)|A1|,

所以
ν|A1|+ 2ν|V \A2| = ν|A1|+ 2ν(n− |A2|)

= 2νn+ ν(|A1| − 2|A2|)

< 2νn,

因为
|A1| − 2|A2| < |A1| − 2(1− ν)|A1| = (2ν − 1)|A1| < 0.

于是对每个 v ∈ A′
2，都有

deg(v,B2) >
n

4
− 2νn.

再像原文那样在 A′
2 中取一条边 uv，由

deg(u,B2) + deg(v,B2) ≤ |B2|+ α(G)
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得到
|B2| >

n

2
− 4νn− α(G).

接着由 B3 的定义和 ν+-regular 性，

|B3| ≥ (1− ν)|B2| > |B2| − νn >
n

2
− 5νn− α(G).

另一方面，Step 2 里已经有
|A2| ≥

n

2
− 7νn− α(G).

因此
|V \ (A2 ∪B3)| = n− |A2| − |B3| < 12νn+ 2α(G).

由于 α(G) < ν3n，上式进一步给出

|V \ (A2 ∪B3)| < (12ν + 2ν3)n.

现在回到 Observation 3.6。对任意 x ∈ V \ (A2 ∪B3)，由最小度条件 δ(G) ≥ n/4 得

deg(x,A2) + deg(x,B3) >
n

4
− (12ν + 2ν3)n.

若 x ∈ A′，则 deg(x,B3) ≥ deg(x,A2)，从而

deg(x,B3) >

(
1

8
− 6ν − ν3

)
n.

同理，若 x ∈ B′，则

deg(x,A2) >

(
1

8
− 6ν − ν3

)
n.

接下来检查 Claim 3.7。设 u1u2 是 A \A′ = A2 中的一条边。由 deg(ui, A2) ≤ ν|A1| < νn 以及

|A′| ≤ |V \ (A2 ∪B3)| < 12νn+ 2α(G),

可得
deg(ui, A) < 13νn+ 2α(G).

于是
deg(ui, B) >

n

4
− 13νn− 2α(G).

再利用
|N(u1) ∩N(u2)| ≤ α(G),

可得
|(N(u1) ∪N(u2)) ∩B| > n

2
− 26νn− 5α(G).

同时由
|B| ≤ n

2
+ 7νn+ α(G)

得到
|B \ (N(u1) ∪N(u2))| < 33νn+ 6α(G).

现在对任意 v ∈ A，都有

|N(v) ∩B| >
(
1

8
− 6ν − ν3

)
n.
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若同时有

|N(v) ∩N(u1) ∩B| ≤ 1

2

((
1

8
− 6ν − ν3

)
n− (33νn+ 6α(G))

)
和

|N(v) ∩N(u2) ∩B| ≤ 1

2

((
1

8
− 6ν − ν3

)
n− (33νn+ 6α(G))

)
,

那么就会推出

|N(v) ∩B| <
(
1

8
− 6ν − ν3

)
n,

矛盾。因此至少有一个交集满足

|N(v) ∩N(ui) ∩B| > 1

2

((
1

8
− 39ν − ν3

)
n− 6α(G)

)
.

只要右端大于 α(G)，Claim 3.7 的原论证就仍然成立。由 α(G) < ν3n，只需验证

1

8
− 39ν − 9ν3 > 0.

而当 ν < 1/321 时，这个量严格为正。因此 Claim 3.7 仍然成立。
一旦 Claim 3.7 保持成立，后面的 Corollary 3.8 和 Claim 3.9 也可以用同样的方法继续推进。

事实上，此时
deg(v,A) < 13νn+ 3α(G),

于是三角形顶点在 B 中的度下界比原文更强，Claim 3.9 的计数会更宽裕。最后 Step 5 里涉及
|A|, |B| 的估计本来就只有 O(α(G)) 量级，因此不会成为 ν 的新瓶颈。
综上，原文取 ν = 1/500 明显是一个偏保守的选择。只要把 Step 3 和 Step 4 的常数继续细追，

至少可以把它推进到任意 ν < 1/321 的范围。

ν = 1/500 并不是该方法本身的极限，而是便于统一处理误差项的保守选择。目前的计算表明，
主要限制来自 Step 3 到 Claim 3.7 的常数传递；若继续提高 ν，还需要重新检查 Claim 3.7 与
Claim 3.9 之间的常数余量。

1.8 顺着 Step 3 和 Step 4 还能继续抠出的三个局部改进

上面关于 ν 的命题综合使用了几处局部估计。将它们分别写成加强结论，可以明确各步的常数
损失，并为继续改进 ν 的范围提供直接依据。

Proposition 1.5. 沿用正文 Step 3 的记号，则实际上有

|B2| >
n

2
− 4νn− α(G), |B3| >

n

2
− 5νn− α(G).

Proof. 正文中先由 Claim 2.4 得到：对每个 v ∈ A2，都有

deg(v, V \A2) ≥
n

4
− ν|A1|.

再把 Lemma 2.5 用到二部图 G[A2, V \A2] 上，于是对每个 v ∈ A′
2，都有

deg(v,B2) ≥
n

4
− ν|A1| − 2ν|V \A2|.
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因为
|V \A2| = n− |A2|, |A2| ≥ (1− ν)|A1|,

所以
ν|A1|+ 2ν|V \A2| = ν|A1|+ 2ν(n− |A2|)

= 2νn+ ν(|A1| − 2|A2|)

≤ 2νn+ ν
(
|A1| − 2(1− ν)|A1|

)
= 2νn− (1− 2ν)ν|A1|

< 2νn.

因此每个 v ∈ A′
2 都满足

deg(v,B2) >
n

4
− 2νn.

另一方面，由正文对 |A′
2| 的下界，再结合 α(G) < γn，可知 |A′

2| > α(G)。因此 A′
2 不是独立

集，可在其中取一条边 uv。对这条边在集合 B2 上应用 Observation 3.1，便有

deg(u,B2) + deg(v,B2) ≤ |B2|+ α(G).

由前面的度下界，
|B2|+ α(G) > 2

(n
4
− 2νn

)
=

n

2
− 4νn,

从而
|B2| >

n

2
− 4νn− α(G).

最后，由 B3 的定义与 ν+-regular 性，

|B3| ≥ (1− ν)|B2| ≥ |B2| − νn,

所以
|B3| >

n

2
− 5νn− α(G).

Proposition 1.6. 沿用正文 Step 4 的记号。若 x ∈ A′，则

deg(x,B3) >

(
1

8
− 6ν − ν3

)
n;

若 x ∈ B′，则

deg(x,A2) >

(
1

8
− 6ν − ν3

)
n.

Proof. 由正文 Step 2 的结论，
|A2| ≥

n

2
− 7νn− α(G).

再由 proposition 1.5，
|B3| >

n

2
− 5νn− α(G).

于是
|V \ (A2 ∪B3)| = n− |A2| − |B3|

< n−
(n
2
− 7νn− α(G)

)
−
(n
2
− 5νn− α(G)

)
= 12νn+ 2α(G)

< (12ν + 2ν3)n,
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其中最后一步用到了 α(G) < ν3n。
现在取任意 x ∈ V \ (A2 ∪B3)。由 δ(G) ≥ n/4 可知

deg(x,A2) + deg(x,B3) ≥ deg(x,A2 ∪B3) >
n

4
− (12ν + 2ν3)n.

如果 x ∈ A′，那么按定义有 deg(x,B3) ≥ deg(x,A2)，所以

2deg(x,B3) >
n

4
− (12ν + 2ν3)n,

即

deg(x,B3) >

(
1

8
− 6ν − ν3

)
n.

若 x ∈ B′，则同理得到

deg(x,A2) >

(
1

8
− 6ν − ν3

)
n.

Proposition 1.7. 沿用正文 Step 4 的记号，并设正文中 Claim 3.7 那条结论已经得到。则
对每个 v ∈ A 与每个 u ∈ B，都有

deg(v,A) < 12νn+ 3α(G), deg(u,B) < 12νn+ 3α(G).

Proof. 只证关于 A 的部分，B 的证明完全对称。由正文中 Claim 3.7 的结论，

deg(v,A \A′) ≤ α(G) (v ∈ A).

因此
deg(v,A) ≤ deg(v,A \A′) + |A′| ≤ α(G) + |A′|.

另一方面，
|A′| ≤ |A′|+ |B′| = |V \ (A2 ∪B3)|.

由上一个命题的证明过程，我们已经得到

|V \ (A2 ∪B3)| < 12νn+ 2α(G).

代回去便有
deg(v,A) < α(G) + 12νn+ 2α(G) = 12νn+ 3α(G).

对 u ∈ B 的证明完全一样。

这三条加强分别保留了 Step 3 的度数余量、给出了 Observation 3.6 的显式线性下界，并收紧
了 Corollary 3.8 的内部度上界。它们表明，原文中的部分常数损失来自中间步骤的粗化，而非结
构本身的限制。

1.9 和 Lemma 3.12 很接近的一条更深结构定理

与 Lemma 3.12 相关的一条经典结构结果是 Andrásfai–Erdős–Sós 定理 [4]。两者都通过限制奇
结构获得较强的整体结构结论。Lemma 3.12 使用 C3, C5, C7 的禁用，而 Andrásfai–Erdős–Sós 定
理用的是更强的最小度条件。
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Theorem 1.8 (Andrásfai–Erdős–Sós). 设 F 是一个三角形自由图，且 |V (F )| = m。如果

δ(F ) >
2m

5
,

那么 F 必为二分图。

Corollary 1.9. 设 F 是一个三角形自由图，且

δ(F ) >
2|V (F )|

5
.

那么

α(F ) ≥ |V (F )|
2

, e(F ) ≤ α(F )2.

Proof. 由 theorem 1.8，图 F 是二分图。设其二分为

V (F ) = X ⊔ Y, |X| = x, |Y | = y, x+ y = |V (F )|.

因为任一侧本身都是独立集，所以

α(F ) ≥ max{x, y} ≥ |V (F )|
2

.

又因为 F 是二分图，所有边都在 X 与 Y 之间，因此

e(F ) ≤ xy.

不妨设 y = max{x, y}。则 y ≤ α(F )，并且 x = |V (F )| − y ≤ y。于是

e(F ) ≤ xy ≤ y2 ≤ α(F )2.

故结论成立。

若只禁止三角形并附加较强的最小度条件，则由 theorem 1.8 可知图必为二分图，此时 e(F ) ≤
α(F )2 可以直接推出。Lemma 3.12 不要求较大的最小度，而是进一步排除 C5 和 C7。代价是结论
不再是“F 必为二分图”，但仍然保住了最后最关键的边数控制

e(F ) ≤ α(F )2.

因此，Lemma 3.12 可以视为在弱化最小度假设、强化奇圈禁用条件后得到的边数控制结论。

当三角形自由图的最小度低于 2m/5时，五圈放大图会成为典型障碍。因此，本文在 G[A]、G[B]

中进一步排除 C5 和 C7，可以理解为排除这类非二分结构，为最终的内部边数估计创造条件。

2 个人思考

2.1 和现代图论课程内容的联系

本文与现代图论课程中的极值图论和正则性方法联系紧密。Turán 型问题研究禁止子图条件下
的最大边数，而 Ramsey–Turán 问题在此基础上增加独立数限制。因此，其极值结构不再是单纯的
Turán 图，而呈现出近似二分、内部扰动受控的特征。
虽然本文不使用 Szemerédi 正则引理 [6]，但仍保留了从复杂图中提取均匀结构的正则性思想。

与全局正则划分不同，本文围绕证明所需结构直接进行局部、定向的提取。
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2.2 我对这篇文章方法的一点总体判断

本文的方法围绕 K4 情形进行针对性的结构分析，从而避免了正则引理带来的 tower-type 常
数；相应地，证明对 K4-free 图的局部结构依赖较强。特别是后面 A,B 两边的构造、短奇圈排除、
以及最后调用 e(F ) ≤ α(F )2 这一类内部图结论，都很难直接想象怎样推广到一般 Kr。
因此，这套方法目前更适合看作针对 K4 的专门证明。若要推广到一般 Kr，需要新的多部结

构提取工具和相应的内部边数控制结果。

2.3 我最感兴趣的后续问题

如果要从这篇文章继续往下想，我目前最感兴趣的是下面两个问题。
第一个问题是：能不能在不改变整体路线的前提下，把常数继续推进？ 作者已经把依赖从

tower-type 降到了 single-exponential，但最后给出的 γ 仍然很小。证明中的主要损失集中在 one-
sided regular pair 的抽取和后续粗化，因此可以继续研究这些局部步骤能够将 γ 和 N 改进到什么
程度。
第二个问题是：能不能把最后的稳定性信息单独整理出来？ 主定理证明的最后一步表明极值

图必须接近一个平衡二分结构。可以进一步研究如下稳定性问题：当边数足够接近阈值时，图在编
辑距离意义下是否接近某个 Bollobás–Erdős 型构造？

2.4 最后一点个人感受

我自己写这份报告的时候，一个很直观的感受是：这篇文章并不是那种“定理一眼看过去很强，
证明却主要是机械计算”的论文。它真正难的地方恰恰在于前面那几个结构步骤，而不是后面的大
段代数整理。对我来说，最有收获的一点也在这里：很多时候一篇图论论文最重要的内容，不是某
条不等式最后写成了什么样子，而是作者是怎样一步一步把原问题压成那个不等式的。把这个过程
看懂，往往比把最后两页的计算抄完整更能学到东西。
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