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1.1 曲线部分

定义 1.1.1. 设区间 I ⊂ R 上有映射

P : I → Rn, t 7→ P (t).

若 P 光滑且对每个 t ∈ I 都有 P ′(t) 6= 0，则称 P 为一条正则曲线。若参数 t 不一定
是弧长参数，则称它为曲线的一个一般参数。

定义 1.1.2. 曲线
P : I → Rn

的弧长函数定义为

s(t) =

∫ t

t0

|P ′(ξ)| dξ.

若参数本身满足 |P ′(s)| = 1，则称 s 是弧长参数。用弧长参数表示曲线时，切向量天
然是单位向量。
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6 1.1. 曲线部分

定义 1.1.3. 设 P = P (s) 是以弧长参数表示的正则曲线，则

T (s) = P ′(s)

称为曲线的单位切向量场。在平面曲线中，常把与 T 正交且满足正向取向的单位向量
记为 β；在空间曲线中，若曲率不为零，则还可以定义主法向量 N 和副法向量 B。

定义 1.1.4. 设 P = P (s) 是以弧长参数表示的空间正则曲线，且 κ(s) 6= 0。定义

κ(s) = |T ′(s)|, N(s) =
T ′(s)

|T ′(s)|
, B(s) = T (s)×N(s).

三个单位向量组
{T (s), N(s), B(s)}

称为曲线的Frenet 标架；κ(s) 称为曲率；若再定义

τ(s) = −〈B′(s), N(s)〉,

则 τ(s) 称为挠率。

对于一般曲线 P (t)，这里我们不要求 t 一定为正则参数，此时曲率、挠率有计算公式：

κ(t) =
|P ′(t)× P ′′(t)|

|P ′(t)|3
, τ(t) =

(P ′(t), P ′′(t), P ′′′(t))

|P ′(t)× P ′′(t)|2

当然相应的 T (t), N(t), B(t) 为

T (t) =
P ′(t)

|P ′(t)|
, N(t) =

T ′(t)

|T ′(t)|
, B(t) = T (t)×N(t)

性质 1.1.1. Frenet 标架满足Frenet 公式
T ′ = κN,

N ′ = −κT + τB,

B′ = −τN.

它们描述了曲线在空间中的弯曲与扭转。

定义 1.1.5. 平面曲线在弧长参数下的带符号曲率常记为相对曲率 κr。若 {α(s), β(s)}
是平面中的正交标架场，其中 α 是单位切向量，则

κr(s) =

〈
dα

ds
, β(s)

〉
.

对一般参数 t，若 P (t) = (x(t), y(t))，则

κr(t) =
x′(t)y′′(t)− y′(t)x′′(t)(

x′(t)2 + y′(t)2
)3/2 .
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这里我们讨论的是平面情形，即对 R2 中的曲线

P (s) = (x(s), y(s))

s 为弧长参数，其单位切向量为
α(s) = (x(s), y(s))

其法向量（将 α 沿正向方向旋转 90◦）为

β(s) = (−y(s), x(s))

我们有平面的 Frenet 公式： 

dP

ds
= α(s)

dα

ds
= κrβ(s)

dβ

ds
= −κrα(s)

注. 更进一步，我们引入方向角，即 α(s) 和 x 轴正向夹角 θ(s)，尽管方向角是多值的，但
对于 s 的充分小邻域我们总可以取出 θ(s) 的一个连通分支，此时在局部上我们有：

α(s) = (cos θ(s), sin θ(s)), β(s) = (− sin θ(s), cos θ(s))

于是
κr =

dθ

ds

相应的，我们有平面曲线基本定理：

θ(s) = θ(s0) +

∫ s

s0

κr(s)ds

x(s) = x(s0) +

∫ s

s0

cos θ(s)ds

y(s) = y(s0) +

∫ s

s0

sin θ(s)ds

定义 1.1.6. 若平面曲线或空间曲线已经用弧长参数 s 表示，并把曲率写成 s 的函数

κ = κ(s),

则称这个关系为曲线的自然方程。对平面曲线，自然方程确定曲线到刚体运动意义下的
形状；对空间曲线，一般还需要挠率函数 τ = τ(s)。

定义 1.1.7. 设 P = P (s) 是弧长参数曲线，定义∫
κ(s) ds

为曲线的总曲率。若 T (s) 看作单位球面上的一条曲线

P̃ (s) = T (s) ∈ S2,

则称其为原曲线的切线标线（tangent indicatrix）。
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定义 1.1.8. 若存在固定单位向量 e 和常数 c，使空间曲线的单位切向量满足

〈T (s), e〉 = c,

则称该曲线为广义螺线。也就是说，它的切向量与某个固定方向的夹角恒定。

定义 1.1.9. 若一条空间曲线在某个坐标系下可以表示为“绕固定轴做匀速转动，同时
沿该轴方向前进”的轨迹，则称它为圆柱螺线。它是最典型的广义螺线。

定义 1.1.10. 若欧氏空间中的映射可以写成

Φ(x) = Ax+ b,

其中 A 是正交变换，b 是常向量，则称 Φ 为一个刚体运动。若两条曲线或两个曲面可
由某个刚体运动互相变换得到，则称它们合同。

性质 1.1.2. 切线标线的速度满足

|P̃ ′(s)| = |T ′(s)| = κ(s),

因而切线标线的长度等于原曲线的总曲率。

定义 1.1.11. 设平面曲线 C : P = P (s) 以弧长参数表示，单位切向量为 T (s)。曲线

P̃ (s) = P (s)− sT (s)

称为 C 的渐伸线（involute）。直观上它表示把一根绷紧的线从原曲线“放开”时端点
扫出的轨迹。

定义 1.1.12. 设平面曲线 C 的法向量场为 β(s)。若 d 为常数，则曲线

P̃ (s) = P (s)− dβ(s)

称为 C 的平行曲线。它与原曲线在法向方向上相距固定距离。

性质 1.1.3. 设 C : P (t) = (x(t), y(t)) 是一条按正向绕行的简单闭曲线，所围区域面积
为 A。由 Green 公式 x

D

1 dx dy =

∮
C

x dy = −
∮
C

y dx,

可得常用面积公式
A =

1

2

∮
C

(x dy − y dx).

若 P = P (s) 用弧长参数表示，且 P ′(s) = α(s)，则

A =
1

2

∫
det(P (s), P ′(s)) ds =

1

2

∫
det(P (s), α(s)) ds.

这个公式常用于由边界曲线计算平面闭曲线所围面积。
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注. 在空间曲线中，过点 P (s) 且由 T,N,B 两两张成的三个典型平面分别称为：

密切平面 span{T,N}, 法平面 span{N,B},

次切平面（rectifying plane） span{T,B}.

题目中提到“所有次切平面都经过同一个固定点”，指的正是第三类平面。

1.2 曲面部分

1.2.1 切平面和法方向

定义 1.2.1. 设开集 U ⊂ R2 上有光滑映射

P : U → R3, (u, v) 7→ P (u, v).

若对每个 (u, v) ∈ U 都有

Pu(u, v)× Pv(u, v) 6= 0, i.e. rank

Pu

Pv

 = 2

则称该像面为一张正则曲面。这里 (u, v) 称为曲面的参数。

注. 正则条件的几何含义是：两条参数曲线的速度 Pu, Pv 在每一点线性无关，因此它们可
以张成一个真正的二维切平面。若 Pu × Pv = 0，参数退化，曲面在该点不能由这组参数给出
良好的局部坐标。

定义 1.2.2. 对正则曲面 S : P = P (u, v)，向量 Pu, Pv 张成的二维平面称为曲面在点
P (u, v) 处的切平面。与之正交的单位向量场

n =
Pu × Pv

|Pu × Pv|

称为单位法向量场。过 P0 的以 n 为方向的直线称为法线，其上任意非零向量称为法
向量。平面

Tp0
S =

{
T ∈ R3|〈T − p0, n(u

0
1, u

0
2)〉 = 0

}
称为切平面，Tp0

S 上的任意向量称为 S 在 p0 处的一个切向量。
其中，三个线性无关的向量 ∂P

∂u1
, ∂P
∂u2
和 n 构成 S 的一个标架，称为自然标架或者Gauss

标架。

切平面有参数表示

Tp0
S = P (u0

1, u
0
2) + s

∂P

∂u1

(u0
1, u

0
2) + t

∂P

∂u2

(u0
1, u

0
2)

其中 s, t 为参数。
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性质 1.2.1. 若 X = aPu + bPv 是切向量，则

〈X,n〉 = 0.

反过来，在 R3 中过 P (u0, v0) 且与 n(u0, v0) 正交的所有向量正好构成 Tp0
S。因此切

平面也可写成
Tp0

S = {p0 +X : 〈X,n(u0, v0)〉 = 0}.

定义 1.2.3. 若在一个区域内可以连续选取单位法向量场 n，则称曲面在该区域内可定
向。把 n 换成 −n 会改变第二基本形式、主曲率和平均曲率的符号，但不会改变 Gauss
曲率 K。

1.2.2 第一基本形式

定义 1.2.4. 曲面参数 P (u, v) 的第一基本形式定义为

I = E du2 + 2F du dv +Gdv2,

其中
E = 〈Pu, Pu〉, F = 〈Pu, Pv〉, G = 〈Pv, Pv〉.

它描述曲面上的长度、夹角和面积等内蕴几何量。

性质 1.2.2. 对切向量 X = λPu + µPv，第一基本形式就是诱导度量：

I(X,X) = Eλ2 + 2Fλµ+Gµ2.

因而曲面上参数曲线 γ(t) = P (u(t), v(t)) 的弧长为

L(γ) =

∫ √
Eu̇2 + 2Fu̇v̇ +Gv̇2 dt.

性质 1.2.3. 两个切向量

X = λPu + µPv, Y = αPu + βPv

的夹角由

cos θ =
I(X,Y )√

I(X,X)
√
I(Y, Y )

给出，其中
I(X,Y ) = Eλα+ F (λβ + µα) +Gµβ.

性质 1.2.4. 曲面上的面积元由第一基本形式给出：

dA =
√
EG− F 2 du dv.
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因而曲面一部分的面积为

A(S) =
x √

EG− F 2 du dv.

这个量与参数选取无关。

定义 1.2.5. 若曲面参数满足
F = 〈Pu, Pv〉 = 0,

则称 (u, v) 为一组正交参数。此时参数曲线在每一点互相正交，

I = E du2 +Gdv2.

若进一步 E = G，则称其为等温参数或共形参数，此时第一基本形式为

I = λ2(du2 + dv2).

1.2.3 第二基本形式

定义 1.2.6. 曲面参数 P (u, v) 的第二基本形式定义为

II = Ldu2 + 2M dudv +N dv2,

其中
L = 〈Puu, n〉, M = 〈Puv, n〉, N = 〈Pvv, n〉.

它描述曲面相对于周围三维空间的弯曲方式。

性质 1.2.5. 因为 〈Pu, n〉 = 〈Pv, n〉 = 0，对参数求导可得

L = −〈Pu, nu〉, M = −〈Pu, nv〉 = −〈Pv, nu〉, N = −〈Pv, nv〉.

这说明第二基本形式也可以理解为法向量场变化在切方向上的投影。

性质 1.2.6. 对图形曲面 P (x, y) = (x, y, f(x, y))，若取向上单位法向量

n =
(−fx,−fy, 1)√
1 + f2

x + f2
y

,

则
E = 1 + f2

x , F = fxfy, G = 1 + f2
y ,

L =
fxx√

1 + f2
x + f2

y

, M =
fxy√

1 + f2
x + f2

y

, N =
fyy√

1 + f2
x + f2

y

.

特别地，若 fx = fy = 0，则 I = dx2 + dy2，第二基本形式就是 Hessian 的形式

II = fxx dx
2 + 2fxy dx dy + fyy dy

2.
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1.2.4 法曲率函数

定义 1.2.7. 设曲面上一点处有非零切向量

X = λPu + µPv.

沿方向 X 的法曲率定义为

kn(X) =
II(X,X)

I(X,X)
=

Lλ2 + 2Mλµ+Nµ2

Eλ2 + 2Fλµ+Gµ2
.

定义 1.2.8. 过点 p ∈ S 且含有法方向 n(p) 与切方向 X 的平面称为该方向的法截面平
面。它与曲面的交线称为法截线。法曲率 kn(X) 等于这条法截线在 p 处的带符号曲率。

性质 1.2.7. 法曲率只依赖于方向，而不依赖于切向量的长度。也就是说，对任意非零
常数 c，

kn(cX) = kn(X).

因此在一点处，法曲率可以看作定义在切平面方向圆上的函数。

定理 1.2.1. 若曲面上一条曲线 γ(s) 以弧长参数表示，曲率向量分解为

γ′′(s) = kg Jγ
′(s) + kn n,

其中 Jγ′ 是切平面内与 γ′ 正交的单位向量，则 kg 称为测地曲率，kn 就是该切方向的
法曲率。于是曲线在空间中的曲率满足

κ2 = k2
g + k2

n.

1.2.5 Weingarten 映射

定义 1.2.9. 设曲面 S : P = P (u, v) 带有单位法向量场 n。定义线性映射

Sp : TpS → TpS, X 7→ −dnp(X),

称为点 p 处的形算子（shape operator）或 Weingarten 映射。它把法向量的变化转化
成切平面上的线性变换。

性质 1.2.8. Weingarten 映射是第一基本形式下的自伴算子：

I(SX, Y ) = I(X,SY ), X, Y ∈ TpS.

并且
II(X,Y ) = I(SX, Y ).

因而第二基本形式、法曲率和各种曲率都可以用同一个线性算子 S 来统一描述。
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性质 1.2.9. 在自然基 {Pu, Pv} 下，Weingarten 映射的矩阵为

[S] = I−1II =
1

EG− F 2

(
GL− FM GM − FN

EM − FL EN − FM

)
.

换言之，
S(Pu) =

GL− FM

EG− F 2
Pu +

EM − FL

EG− F 2
Pv,

S(Pv) =
GM − FN

EG− F 2
Pu +

EN − FM

EG− F 2
Pv.

性质 1.2.10. 曲面的Weingarten 公式刻画法向量场的变化：

nu = −S(Pu), nv = −S(Pv).

用第一、第二基本形式系数表示时，
nu =

FM −GL

EG− F 2
Pu +

FL− EM

EG− F 2
Pv,

nv =
FN −GM

EG− F 2
Pu +

FM − EN

EG− F 2
Pv.

1.2.6 各种曲率（包括曲率线）

定义 1.2.10. 使法曲率取得极值的两个互相正交方向称为主方向，对应的极值称为主
曲率 k1, k2。进一步定义

K = k1k2 =
LN −M2

EG− F 2

为Gauss 曲率，定义
H =

k1 + k2
2

=
EN − 2FM +GL

2(EG− F 2)

为平均曲率。

性质 1.2.11. 主曲率是 Weingarten 映射的特征值，因此可由

det(II − kI) = 0

求出。展开为

(EG− F 2)k2 − (EN − 2FM +GL)k + (LN −M2) = 0.

求得 k 后，主方向 λPu + µPv 满足 (L− kE)λ+ (M − kF )µ = 0,

(M − kF )λ+ (N − kG)µ = 0.
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性质 1.2.12. 若某点的主曲率为 k1, k2，则任意方向的法曲率满足 Euler 公式

kn(θ) = k1 cos2 θ + k2 sin2 θ,

其中 θ 是该方向与第一主方向的夹角。

定义 1.2.11. 曲面上的一条正则曲线若其切向方向在每一点都沿主方向，则称它为曲
面的曲率线。因此，曲率线就是“沿主方向积分出来的曲线”。

性质 1.2.13. 曲率线的微分方程为

(EM − FL) du2 + (EN −GL) du dv + (FN −GM) dv2 = 0.

特别地，若参数网同时满足
F = 0, M = 0,

则两族参数曲线就是曲率线。反过来，在无脐点区域内，若参数曲线是曲率线且互相正
交，则通常可取到 F = M = 0 的主参数。

定义 1.2.12. 若一点处两个主曲率相等，即

k1 = k2,

则称该点为曲面的脐点。若曲面上一点都不是脐点，则称曲面在讨论区域内无脐点。

定义 1.2.13. 按 Gauss 曲率的符号，曲面点可以分类为：

K > 0 椭圆点, K < 0 双曲点, K = 0 抛物点或平点.

椭圆点处两个主曲率同号，双曲点处两个主曲率异号。

定义 1.2.14. 若曲面满足平均曲率恒为零，即

H ≡ 0,

则称该曲面为极小曲面。

注. 特别的，对于正交参数网 (u, v)，即 Pu ·Pv = 0，有 F = 0。若只用第一基本形式计算
Gauss 曲率，常用公式之一为：

K = − 1

2
√
EG

[
∂

∂u

(
Gu√
EG

)
+

∂

∂v

(
Ev√
EG

)]
.

这体现了 Gauss 绝妙定理：K 虽由外在弯曲定义，却完全由第一基本形式决定。
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1.2.7 结构方程

定义 1.2.15. 设曲面以参数 P (u, v) 给出，Christoffel 符号 Γk
ij 是由第一基本形式决定

的系数，用来把二阶偏导的切向部分分解到 Pu, Pv 上。它们反映了参数曲线在曲面上
的联络信息。

性质 1.2.14. 曲面的Gauss 公式把二阶偏导分解为切向部分和法向部分：
Puu = Γ1

11Pu + Γ2
11Pv + Ln,

Puv = Γ1
12Pu + Γ2

12Pv +Mn,

Pvv = Γ1
22Pu + Γ2

22Pv +Nn.

它说明第二基本形式正是二阶偏导在法向量上的投影。

性质 1.2.15. Christoffel 符号由第一基本形式给出。若记

(gij) =

(
E F

F G

)
, (gij) = (gij)

−1,

则

Γk
ij =

1

2

2∑
ℓ=1

gkℓ
(
∂gjℓ
∂ui

+
∂giℓ
∂uj

− ∂gij
∂uℓ

)
,

其中 u1 = u, u2 = v。

定理 1.2.2. 第一、第二基本形式并不是彼此独立的，它们需要满足相容条件。最常见
的是 Gauss 方程与 Codazzi–Mainardi 方程：

R1212 = LN −M2,

hij;k = hik;j .

其中 R1212 由第一基本形式及 Christoffel 符号决定，hij 是第二基本形式系数。给定
I, II 后，只有满足这些相容条件，才可能局部来自某张曲面。

注. Codazzi 方程的来源可以理解为“先沿 u 方向再沿 v 方向微分”和“先沿 v 方向再沿
u 方向微分”必须相容。具体地，把 Gauss 公式和 Weingarten 公式代入

Puuv = Puvu, Puvv = Pvvu

后，比较法向量与切向量系数，便得到 Gauss 方程与 Codazzi 方程。粗略地说，Gauss 方程
控制内蕴曲率，Codazzi 方程控制第二基本形式沿曲面的变化是否与第一基本形式兼容。

定义 1.2.16. 记第二基本形式系数为

h11 = L, h12 = h21 = M, h22 = N.
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它的协变导数定义为

hij;k =
∂hij

∂uk

−
2∑

ℓ=1

Γℓ
kihℓj −

2∑
ℓ=1

Γℓ
kjhiℓ,

其中 u1 = u, u2 = v。Codazzi–Mainardi 方程就是

hij;k = hik;j .

它说明第二基本形式作为一个二阶张量，其协变导数在后两个指标上满足对称性。

性质 1.2.16. 在二维曲面上，Codazzi 方程只有两条本质独立的坐标形式：Lv −Mu = Γ1
12L+ (Γ2

12 − Γ1
11)M − Γ2

11N,

Mv −Nu = Γ1
22L+ (Γ2

22 − Γ1
12)M − Γ2

12N.

解题时若已经算出 E,F,G，就可以先求 Christoffel 符号，再用这两式约束 L,M,N。

性质 1.2.17. 若取主曲率线参数，使

F = 0, M = 0,

并记
L = k1E, N = k2G,

则 Codazzi 方程化为

(k1)v =
k2 − k1
2E

Ev, (k2)u =
k1 − k2
2G

Gu.

这组公式常用来研究主曲率沿曲率线方向的变化。特别地，在无脐点处若 k1 6= k2，则
主曲率的横向变化会受到度量系数 E,G 的变化严格控制。

Codazzi 方程经常用于“已知第一基本形式，反推第二基本形式”的题目。典型套路是：先
由 I 算出 Christoffel 符号，再把题目给出的 M = 0、L = N、K = 0、H = 0 等条件代入
Codazzi 方程，得到关于 L,M,N 或主曲率 k1, k2 的微分限制。

定理 1.2.3. 曲面基本定理：若在单连通区域上给定两个二次型 I, II，其中 I 正定，且
二者满足 Gauss 方程与 Codazzi 方程，则存在一张正则曲面以它们为第一、第二基本
形式；并且这张曲面在刚体运动意义下唯一。

定义 1.2.17. 设空间曲线 ρ = ρ(s) 以弧长参数表示，单位切向量为 T (s)。曲面

X(s, u) = ρ(s) + uT (s)

称为该曲线的切线面。它是典型的直纹面，母线就是曲线各点的切线。
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定义 1.2.18. 设空间曲线 α = α(s) 以弧长参数表示，Frenet 标架为 {T,N,B}。对常
数 r > 0，曲面

X(s, θ) = α(s) + r cos θ N(s) + r sin θ B(s)

称为以 α 为中心曲线、半径为 r 的管状面。它表示沿中心曲线移动一个半径固定的法
平面圆。

定义 1.2.19. 若曲面由图形
z = f(x, y)

给出，则称其为图形曲面。此时

P (x, y) = (x, y, f(x, y))

是最常用的参数表示。

定义 1.2.20. 若球面 Σ 与曲面 S 在点 P 处有公共点，并且它们在该点的切平面重合，
则称球面与曲面在 P 处相切。题目中“Σ ∩ S = {P}”常用来推出 P 是限制在曲面上
的距离函数的极值点，从而得到切平面重合。

1.2.8 上课的疑难点

实际上就是听了自己觉得比较重要且有意思的地方，但上课的时候我不知道讲的有些在第
四章。。。事实上 wxf 也没说在第四章，不过这部分我觉得还是值得记录下来的！

1.3 进一步补充

定义 1.3.1. 若曲面可以写成

X(s, t) = γ(s) + t δ(s),

其中对每个固定的 s，t 7→ X(s, t) 是一条直线，则称该曲面为直纹面。切线面就是最典
型的直纹面之一。

定义 1.3.2. 若曲面的 Gauss 曲率恒为零，即

K ≡ 0,

则称其为可展面。局部上它与平面等距，因此常被看作“可以无拉伸展开到平面上的曲
面”。

定义 1.3.3. 若存在固定点 O 和球面上的一条曲线 A(v)，使曲面可写成

P (u, v) = O + uA(v),

则称其为圆锥面。其中固定点 O 称为顶点，参数曲线 u 7→ O + uA(v) 是圆锥面的母
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线。

定义 1.3.4. 若存在固定方向向量 a 和一条空间曲线 γ(v)，使曲面可写成

P (u, v) = γ(v) + ua,

则称其为柱面。圆锥面与柱面都是典型的可展直纹面。

定理 1.3.1. 对平面简单闭凸曲线，若以弧长参数 s 表示，并以逆时针方向取向，则其
相对曲率满足

κr(s) > 0,

∫ L

0

κr(s) ds = 2π.

这说明沿曲线走一周时，单位切向量总共转过一整圈。

定理 1.3.2. Fenchel 不等式：任意空间简单闭曲线的总曲率满足∫
κ(s) ds ≥ 2π.

当且仅当该曲线是一条平面凸曲线时取等号。这个定理正是“切线标线长度至少为一个
大圆长度”的几何表达。

注. 图形曲面 z = f(x, y) 在点 (x0, y0) 处若满足

fx(x0, y0) = fy(x0, y0) = 0,

则该点处的切平面是水平面。此时第二基本形式基本上就是 Hessian

fxx dx
2 + 2fxy dx dy + fyy dy

2

的归一化版本，因此用它来判断法曲率、脐点或极值性质通常最直接。
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2.1 第一次作业 2026.03.04

习题 2.1.1 (Chapter2,4). 求曲线：x2 + y2 + z2 = 1, z ≥ 0

x2 + y2 = x
(2.1)

的参数方程.

Solution. 由方程
x2 + y2 = x

可知
x ≥ 0, z2 = 1− x.

因此若取参数 t，令
x = cos2 t, y = sin t cos t, z = sin t,

则
x2 + y2 = cos4 t+ sin2 t cos2 t = cos2 t = x,

19
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且

x2 + y2 + z2 = cos2 t+ sin2 t = 1.

当 t ∈ [0, π] 时，z = sin t ≥ 0，故满足上半球条件。

所以该曲线可取参数方程为

P (t) =
(
cos2 t, sin t cos t, sin t

)
, 0 ≤ t ≤ π.

□

注. 思路：交线参数化先处理较简单的平面投影圆，再利用球面方程补出第三坐标。关键
约束是 z ≥ 0。

习题 2.1.2 (Chapter2,5). 计算下列曲线从 t = 0 起的弧长.

(1) P (t) = (a cos t, a sin t, b)

(2) P (t) = (a cosh t, a sinh t, at)

(3) P (t) = (a cos t, a ln(sec t+ tan t)− a sin t)

Solution. 弧长函数均由

s(t) =

∫ t

0

|P ′(ξ)| dξ

给出。

对于 (1)，
P ′(t) = (−a sin t, a cos t, 0), |P ′(t)| = a.

故

s(t) =

∫ t

0

a dξ = at.

对于 (2)，
P ′(t) = (a sinh t, a cosh t, a),

从而

|P ′(t)|2 = a2(sinh2 t+ cosh2 t+ 1) = 2a2 cosh2 t.

因此当 t ≥ 0 时，

|P ′(t)| = a
√
2 cosh t,

于是

s(t) = a
√
2

∫ t

0

cosh ξ dξ = a
√
2 sinh t.

对于 (3)，先求导：

P ′(t) =

(
−a sin t, a

d

dt
ln(sec t+ tan t)− a cos t

)
.

利用
d

dt
ln(sec t+ tan t) = sec t
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得

P ′(t) = (−a sin t, a(sec t− cos t)) =
(
−a sin t, a

sin2 t

cos t

)
.

故

|P ′(t)|2 = a2 sin2 t+ a2
sin4 t

cos2 t = a2 sin2 t

(
1 +

sin2 t

cos2 t

)
= a2 tan2 t.

在通常考虑的区间 0 ≤ t < π
2
上，|P ′(t)| = a tan t，于是

s(t) = a

∫ t

0

tan ξ dξ = −a ln(cos t) = a ln(sec t).

□

注. 关键定理：弧长公式 s(t) =
∫
|P ′(t)|dt。计算时只需先求速度，再做初等积分。

习题 2.1.3 (Chapter2,6). 求以下曲线的单位切向量场.

(1) P (t) = (a cos t, a sin t, bt), a > 0

(2) P (t) = (cos3 t, sin3 t, cos 2t)

Solution. 单位切向量场定义为
T (t) =

P ′(t)

|P ′(t)|
.

对于 (1)，
P ′(t) = (−a sin t, a cos t, b),

因而

|P ′(t)| =
√
a2 + b2.

所以

T (t) =
1√

a2 + b2
(−a sin t, a cos t, b).

对于 (2)，记 c = cos t, s = sin t，则

P ′(t) = (−3c2s, 3s2c,−4sc) = sc(−3c, 3s,−4).

因而

|P ′(t)| = 5|sc|.

所以在曲线正则的区间上（即 sin t cos t 6= 0），

T (t) =
sc

|sc|
· 1
5
(−3 cos t, 3 sin t,−4).

也就是说，在每个不含 t = kπ
2
的连通区间上，单位切向量可写为上式；而在 t = kπ

2
处有

P ′(t) = 0，曲线不是正则曲线，因此该处单位切向量场无定义。 □

注. 思路：单位切向量场的定义就是 T = P ′/|P ′|。若曲线在某些点不正则，则该点的单位
切向量无定义。

习题 2.1.4 (Chapter2,8). 求曲线 P = P (t) 使得 P (0) = (1, 0,−5), P ′(t) = (t2, t, et)
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Solution. 由
P ′(t) = (t2, t, et)

对各分量积分可得

P (t) =

(
t3

3
+ C1,

t2

2
+ C2, e

t + C3

)
.

再由初值条件 P (0) = (1, 0,−5)，得到

C1 = 1, C2 = 0, 1 + C3 = −5.

故 C3 = −6。于是

P (t) =

(
1 +

t3

3
,
t2

2
, et − 6

)
.

□

注. 关键方法：逐分量积分并用初值确定积分常数。这类题本质上是向量值初值问题。
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2.2 第二次作业 2026.03.11

习题 2.2.1 (思考题). P (s), κ(s) = 1
R
, τ(s) = 0，证明：P (s) 是圆.

Solution. 由于 τ(s) = 0，由 Frenet 公式

B′(s) = −τ(s)N(s) = 0

可知副法向量 B(s) 为常向量。因此

d

ds
〈P (s), B〉 = 〈T (s), B〉 = 0,

故曲线 P (s) 全部落在某个垂直于常向量 B 的固定平面内。
再考虑向量场

C(s) = P (s) +RN(s).

由 Frenet 公式
N ′(s) = −κ(s)T (s) + τ(s)B(s)

得

C ′(s) = T (s) +R
(
−κ(s)T (s) + τ(s)B(s)

)
=
(
1−Rκ(s)

)
T (s) +Rτ(s)B(s) = 0.

因为 κ(s) = 1
R
, τ(s) = 0。所以 C(s) 是常向量，记为 C0。

于是
P (s)− C0 = −RN(s),

从而
|P (s)− C0| = R.

即 P (s)在上述固定平面内，并且到定点 C0 的距离恒为 R，所以它是一条半径为 R的圆。 □

注. 关键定理：Frenet公式。当 τ = 0时副法向量不变，曲线落在固定平面内；再由 P+RN

为常向量得到圆心。

习题 2.2.2 (思考题). r, h, w 为常数且 r > 0，w = (r2 + h2)−
1
2，其中曲线曲率为

κ(s) = w2r，挠率为 τ(s) = w2h，证明：该曲线为圆柱螺线.

Solution. 已知曲率、挠率均为常数：

κ = w2r, τ = w2h.

先构造向量
e =

τT + κB√
κ2 + τ 2

.

由于 κ, τ 为常数，故

e′ =
τT ′ + κB′
√
κ2 + τ 2

=
τκN − κτN√

κ2 + τ2
= 0.

所以 e 是常向量。
又因为

√
κ2 + τ 2 = w2

√
r2 + h2 = w,
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所以
〈T, e〉 = τ√

κ2 + τ2
= hw,

是常数。于是曲线的切向量与固定方向 e 夹角恒定，故该曲线是一条广义螺线。
下面证明它实际上是圆柱螺线。取坐标系使得 e 为 z 轴方向，则

z′(s) = 〈T, e〉 = hw,

从而
z(s) = hws+ z0.

再看曲线在垂直于 e 的平面上的投影 β(s)。其速度满足

|β′(s)|2 = |T |2 − 〈T, e〉2 = 1− h2w2 = r2w2.

因而投影曲线是常速曲线，速度为 rw。
再注意到

β′′(s) = κN(s),

因为 N ⊥ e。于是投影曲线的平面曲率为

κβ =
|β′ × β′′|
|β′|3

=
rw · κ
(rw)3

=
κ

r2w2
=

w2r

r2w2
=

1

r
.

常速且曲率恒为 1
r
的平面曲线必为半径 r 的圆。

因此，原曲线沿固定轴方向匀速上升，而其垂直投影是一条半径为 r 的圆，所以该曲线
是半径为 r、螺距参数由 h 决定的圆柱螺线。 □

注. 思路：常曲率常挠率曲线往往先找一个不随参数变化的向量，再研究曲线投影。这里
投影成圆，因此原曲线是圆柱螺线。

习题 2.2.3 (Chapter2,9). 建立 R2 中圆与悬链线 y = a · cosh x
a
的自然方程.

Solution. 平面曲线的自然方程就是把曲率写成弧长参数 s 的函数。
对于半径为 R 的圆，其曲率恒为常数，

κ(s) ≡ 1

R
.

这就是圆的自然方程。
对于悬链线

y = a cosh x

a
,

有
y′ = sinh x

a
, y′′ =

1

a
cosh x

a
.

因而曲率为

κ(x) =
|y′′|

(1 + y′2)3/2
=

1
a

cosh(x/a)(
1 + sinh2(x/a)

)3/2 =
1

a cosh2(x/a)
.

再求弧长参数。若以顶点对应 s = 0，则

s =

∫ x

0

√
1 + sinh2 ξ

a
dξ =

∫ x

0

cosh ξ

a
dξ = a sinh x

a
.
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因此

cosh2 x

a
= 1 + sinh2 x

a
= 1 +

s2

a2
=

a2 + s2

a2
.

代回上式得
κ(s) =

a

a2 + s2
.

所以自然方程为：

κ(s) =
1

R
(圆)

和

κ(s) =
a

a2 + s2
(悬链线) .

□

注. 关键概念：自然方程就是 κ = κ(s)。圆的自然方程是常数，悬链线则要先把 x 改写成
弧长 s。

习题 2.2.4 (Chapter2,11). 求以下曲线的曲率.

(1) P = (a cosh t, a sinh t, at)

(2) P = (cos3 t, sin3 t, cos 2t)

(3) P = (a(3t− t3), 3at2, a(3t+ t3))

(4) P = (a(1− sin t, a(1− cos t), bt))

Solution. 统一使用公式
κ(t) =

|P ′(t)× P ′′(t)|
|P ′(t)|3

.

对于 (1)，

P ′(t) = (a sinh t, a cosh t, a), P ′′(t) = (a cosh t, a sinh t, 0).

从而
P ′(t)× P ′′(t) = (−a2 sinh t, a2 cosh t,−a2),

因此
|P ′(t)× P ′′(t)| = a2

√
sinh2 t+ cosh2 t+ 1 = a2

√
2 cosh t.

又
|P ′(t)| = a

√
2 cosh t.

故
κ(t) =

1

2a cosh2 t
.

对于 (2)，记 c = cos t, s = sin t，则

P ′(t) = (−3c2s, 3s2c,−4sc) = sc(−3c, 3s,−4).

因而
|P ′(t)| = 5|sc|.
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进一步计算可得
|P ′(t)× P ′′(t)| = 15s2c2.

所以在正则区间 sin t cos t 6= 0 上，

κ(t) =
15s2c2

(5|sc|)3
=

3

25| sin t cos t| .

对于 (3)，
P ′(t) = 3a(1− t2, 2t, 1 + t2), P ′′(t) = 6a(−t, 1, t).

直接计算可得

|P ′(t)× P ′′(t)| = 36a2(t2 + 1), |P ′(t)| = 3a
√
2(t2 + 1).

因而

κ(t) =
36a2(t2 + 1)

(3a
√
2(t2 + 1))3

=
1

3a(t2 + 1)2
.

对于 (4)，原题公式显然有一处排版缺失；按通常写法应理解为

P (t) =
(
a(1− sin t), a(1− cos t), bt

)
.

此时
P ′(t) = (−a cos t, a sin t, b), P ′′(t) = (a sin t, a cos t, 0).

所以
|P ′(t)| =

√
a2 + b2,

且
|P ′(t)× P ′′(t)| = a

√
a2 + b2.

因而
κ(t) =

a

a2 + b2
.

□

注. 关键公式：κ = |P ′×P ′′|
|P ′|3 。多小题时统一套同一个公式最省事。

习题 2.2.5 (Chapter2,13). 求x+ sinhx = y + sin y

z + ez = (x+ 1) + ln(x+ 1)

在 (0, 0, 0) 处的曲率和 Frenet 框架.

Solution. 由隐函数定理，曲线在原点附近可写成

P (x) = (x, y(x), z(x)).

先求 y′(0), y′′(0)。由
x+ sinhx = y + sin y

两边对 x 求导，得
1 + coshx = (1 + cos y)y′.
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在 x = 0, y = 0 处代入，得到
2 = 2y′(0),

故
y′(0) = 1.

再求导一次：
sinhx = − sin y (y′)2 + (1 + cos y)y′′.

在原点代入得
0 = 2y′′(0),

故
y′′(0) = 0.

再求 z′(0), z′′(0)。由
z + ez = x+ 1 + ln(x+ 1)

对 x 求导：
(1 + ez)z′ = 1 +

1

x+ 1
.

在原点代入，得
2z′(0) = 2,

所以
z′(0) = 1.

再求导一次：
ez(z′)2 + (1 + ez)z′′ = − 1

(x+ 1)2
.

在原点代入，得到
1 + 2z′′(0) = −1,

故
z′′(0) = −1.

因而
P ′(0) = (1, 1, 1), P ′′(0) = (0, 0,−1).

曲率为

κ(0) =
|P ′(0)× P ′′(0)|

|P ′(0)|3
.

计算
P ′(0)× P ′′(0) = (−1, 1, 0),

所以
|P ′(0)× P ′′(0)| =

√
2, |P ′(0)| =

√
3.

故

κ(0) =

√
2

3
√
3
=

√
6

9
.

再求 Frenet 标架。单位切向量为

T (0) =
1√
3
(1, 1, 1).
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主法向量由 P ′′(0) 去掉切向分量后归一化得到：

P ′′(0)− 〈P ′′(0), T (0)〉T (0) = (0, 0,−1) +
1

3
(1, 1, 1) =

(
1

3
,
1

3
,−2

3

)
.

归一化后

N(0) =
1√
6
(1, 1,−2).

最后

B(0) = T (0)×N(0) =
1√
2
(−1, 1, 0).

因此原点处的 Frenet 标架为

T (0) =
1√
3
(1, 1, 1), N(0) =

1√
6
(1, 1,−2), B(0) =

1√
2
(−1, 1, 0).

□

注. 思路：隐式关系先局部解成显式函数，再在基点求导。Frenet 标架只需要一、二阶导
数在该点的值。

习题 2.2.6 (Chapter2,15).

P (t) =


(e−

1
t2 , t, 0), t < 0

(0, 0, 0), t = 0

(0, t, e−
1
t2 ), t > 0

证明：该曲线为正则曲线，并且在 t = 0 处曲率为 0. 求该曲线在 t 6= 0 处的 Frenet 标
架，考虑它在 → ±0 处的极限.

Solution. 先证明正则性。对 t < 0，

P ′(t) =

(
2

t3
e−1/t2 , 1, 0

)
.

对 t > 0，

P ′(t) =

(
0, 1,

2

t3
e−1/t2

)
.

由于 e−1/t2 比任何幂函数都衰减得快，所以

lim
t→0±

2

t3
e−1/t2 = 0.

因而

P ′(0) = lim
t→0

P (t)− P (0)

t
= (0, 1, 0).

于是对所有 t 都有 P ′(t) 6= 0，所以该曲线是正则曲线。
再看 t = 0 处曲率。由于 e−1/t2 在 0 点各阶导数都为 0，故

P ′′(0) = 0.

因而

κ(0) =
|P ′(0)× P ′′(0)|

|P ′(0)|3
= 0.



Chapter 2. 作业题 29

下面求 t 6= 0 时的 Frenet 标架。记

ϕ(t) = e−1/t2 , ϕ′(t) =
2

t3
e−1/t2 , ϕ′′(t) =

(
4

t6
− 6

t4

)
e−1/t2 .

当 t < 0 时，曲线在平面 z = 0 内，

P (t) = (ϕ(t), t, 0), P ′(t) = (ϕ′(t), 1, 0).

所以
T (t) =

1√
1 + ϕ′(t)2

(ϕ′(t), 1, 0).

由于
P ′′(t) = (ϕ′′(t), 0, 0),

且
T ′(t) =

ϕ′′(t)

(1 + ϕ′(t)2)3/2
(1,−ϕ′(t), 0),

因而

κ(t) =
|ϕ′′(t)|

(1 + ϕ′(t)2)3/2
.

所以 Frenet 标架应写成

N(t) = sgn(ϕ′′(t))
1√

1 + ϕ′(t)2
(1,−ϕ′(t), 0), B(t) = sgn(ϕ′′(t))(0, 0,−1),

这样定义时恒有 N = T ′/|T ′|。
当 t > 0 时，曲线在平面 x = 0 内，

P (t) = (0, t, ϕ(t)), P ′(t) = (0, 1, ϕ′(t)).

因而
T (t) =

1√
1 + ϕ′(t)2

(0, 1, ϕ′(t)),

且
P ′′(t) = (0, 0, ϕ′′(t)),

从而

T ′(t) =
ϕ′′(t)

(1 + ϕ′(t)2)3/2
(0,−ϕ′(t), 1).

因此
N(t) = sgn(ϕ′′(t))

1√
1 + ϕ′(t)2

(0,−ϕ′(t), 1), B(t) = sgn(ϕ′′(t))(1, 0, 0).

最后考察极限。由于当 t → 0± 时有 ϕ′′(t) > 0，且 ϕ′(t) → 0，所以

lim
t→0−

T (t) = lim
t→0+

T (t) = (0, 1, 0).

而
lim
t→0−

N(t) = (1, 0, 0), lim
t→0+

N(t) = (0, 0, 1),

lim
t→0−

B(t) = (0, 0,−1), lim
t→0+

B(t) = (1, 0, 0).

因此，该曲线在 t = 0 虽然切向量连续，并且曲率为 0，但左右两侧的 Frenet 标架极限
并不相同。 □

注. 关键点：e−1/t2 在 0 点是典型的平坦函数。它保证曲率在 0 处为零，但左右 Frenet 标
架未必拼起来。
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2.3 第三次作业 2026.03.18

习题 2.3.1 (思考题，Bouquet 公式的推广). s 为正则曲线的弧长参数，P0 =

P (0), κ(0) 6= 0，则有 P (s) = P0 + x(s)T0 + y(s)N0 + z(s)B0.

Solution. 这是标准 Bouquet 公式的三维推广。记

T0 = T (0), N0 = N(0), B0 = B(0), κ0 = κ(0), τ0 = τ(0).

因为 s 是弧长参数，所以

P ′(s) = T (s).

在 s = 0 处对 T 作 Taylor 展开。由 Frenet 公式

T ′ = κN

得

T ′(0) = κ0N0.

再求一次导数：

T ′′ = κ′N + κN ′ = κ′N + κ(−κT + τB).

因而

T ′′(0) = −κ2
0T0 + κ′

0N0 + κ0τ0B0.

所以

T (s) = T0 + sκ0N0 +
s2

2

(
−κ2

0T0 + κ′
0N0 + κ0τ0B0

)
+ o(s2).

对上式从 0 到 s 积分，得到

P (s)− P0 = sT0 +
κ0

2
s2N0 +

s3

6

(
−κ2

0T0 + κ′
0N0 + κ0τ0B0

)
+ o(s3).

于是

P (s) = P0 + x(s)T0 + y(s)N0 + z(s)B0

其中

x(s) = s− κ2
0

6
s3 + o(s3),

y(s) =
κ0

2
s2 +

κ′
0

6
s3 + o(s3),

z(s) =
κ0τ0
6

s3 + o(s3).

这正是 Bouquet 公式在空间曲线情形下的展开。 □

注. 关键定理：Frenet公式与 Taylor展开。Bouquet公式本质上是把位置向量在初始 Frenet
标架下做局部展开。

习题 2.3.2 (Chapter2,16). 将曲线 P (t) = P0 + ta+ 1
2
κt2b+ 1

6
Nt3c 在 t = 0 处化为标

准型，其中 {P0; a, b, c} 是一个右手幺正标架，在这里自然假定在 t = 0 处密切平面非
退化 (κ 6= 0).
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Solution. 由于 {a, b, c} 是右手幺正标架，所以存在一个刚体运动把

P0 7→ 0, a 7→ e1, b 7→ e2, c 7→ e3.

在这个刚体运动之下，曲线变成

P̃ (t) =

(
t,
κ

2
t2,

N

6
t3
)
.

这已经是 t = 0 附近的标准型。
为了说明其几何意义，再计算它在 t = 0 处的曲率和挠率。由

P̃ ′(0) = (1, 0, 0), P̃ ′′(0) = (0, κ, 0), P̃ ′′′(0) = (0, 0, N),

得

κ(0) =
|P̃ ′(0)× P̃ ′′(0)|

|P̃ ′(0)|3
= κ.

又因为

τ(0) =
det(P̃ ′(0), P̃ ′′(0), P̃ ′′′(0))

|P̃ ′(0)× P̃ ′′(0)|2
=

κN

κ2
=

N

κ
.

若记 τ(0) = τ0，则 N = κτ0，于是标准型也可以写成

P̃ (t) =
(
t,
κ

2
t2,

κτ0
6

t3
)
.

□

注. 思路：所谓标准型，就是先通过刚体运动把起点和初始标架化到标准位置，再读取曲
率与挠率信息。

习题 2.3.3 (Chapter2,33). 求曲线 P (t) = (t, 1
2
at2, 1

6
abt3), a > 0, b 6= 0 在 t = 0 处的

Frenet 标架、曲率、挠率.

Solution. 先求各阶导数：

P ′(t) =

(
1, at,

1

2
abt2

)
, P ′′(t) = (0, a, abt) , P ′′′(t) = (0, 0, ab).

在 t = 0 处有

P ′(0) = (1, 0, 0), P ′′(0) = (0, a, 0), P ′′′(0) = (0, 0, ab).

因为 |P ′(0)| = 1，所以

T (0) =
P ′(0)

|P ′(0)|
= (1, 0, 0).

再由 P ′′(0) 的方向就是主法向方向，得到

N(0) =
P ′′(0)

|P ′′(0)|
= (0, 1, 0).

因而
B(0) = T (0)×N(0) = (0, 0, 1).

曲率为

κ(0) =
|P ′(0)× P ′′(0)|

|P ′(0)|3
= |(1, 0, 0)× (0, a, 0)| = a.
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挠率由公式

τ(0) =
det(P ′(0), P ′′(0), P ′′′(0))

|P ′(0)× P ′′(0)|2

给出。直接代入得

det


1 0 0

0 a 0

0 0 ab

 = a2b,

而

|P ′(0)× P ′′(0)|2 = a2.

所以

τ(0) = b.

综上，t = 0 处的 Frenet 标架和曲率、挠率为

T (0) = (1, 0, 0), N(0) = (0, 1, 0), B(0) = (0, 0, 1),

κ(0) = a, τ(0) = b.

□

注. 关键方法：求到三阶导数。因为挠率公式需要用到三阶导数的行列式。

习题 2.3.4 (Chapter2,47). 证明：P (t) = (t +
√
3 sin t, 2 cos t,

√
3t − sin t) 和 P1(u) =

(2 cos u
2
, 2 sin u

2
,−u) 是合同的.

Solution. 将第一条曲线写成

P (t) = 2 cos t e1 + 2 sin t e2 + 2t e3,

其中取三组单位正交向量

e1 = (0, 1, 0), e2 =

(√
3

2
, 0,−1

2

)
, e3 =

(
1

2
, 0,

√
3

2

)
.

容易验证

|e1| = |e2| = |e3| = 1, 〈ei, ej〉 = 0 (i 6= j).

于是

2 cos t e1 + 2 sin t e2 + 2t e3 = (t+
√
3 sin t, 2 cos t,

√
3t− sin t) = P (t).

再看第二条曲线。令

u = −2t,

则

P1(−2t) = (2 cos t,−2 sin t, 2t).

设 A 为把标准正交基

E1 = (1, 0, 0), −E2 = (0,−1, 0), E3 = (0, 0, 1)
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分别映到 e1, e2, e3 的正交变换。则

A
(
P1(−2t)

)
= 2 cos t e1 + 2 sin t e2 + 2t e3 = P (t).

因而
P (t) = A

(
P1(−2t)

)
,

即两条曲线相差一个参数替换和一个正交变换，从而它们合同。 □

注. 思路：合同题通常不是硬算曲率挠率，而是先看能否写成某个正交基下的统一形式。

习题 2.3.5 (Chapter2,48). 证明：C1 : P = (cosh t, sinh t, t)与 C2 : P = ( e
−u
√
2
, eu√

2
, u+1)

在 E3 的一个刚体运动下是合同的，求使 C1 和 C2 合同的刚体运动.

Solution. 观察到
cosh t =

et + e−t

2
, sinh t =

et − e−t

2
.

因而若定义线性变换

A(x, y, z) =

(
x− y√

2
,
x+ y√

2
, z

)
,

则 A 是绕 z 轴旋转 π
4
的正交变换。对 C1 上的点作用 A，得到

A(cosh t, sinh t, t) =

(
cosh t− sinh t√

2
,
cosh t+ sinh t√

2
, t

)
=

(
e−t

√
2
,
et√
2
, t

)
.

再作平移
b = (0, 0, 1),

即定义刚体运动

Φ(x, y, z) = A(x, y, z) + b =

(
x− y√

2
,
x+ y√

2
, z + 1

)
.

则

Φ(cosh t, sinh t, t) =

(
e−t

√
2
,
et√
2
, t+ 1

)
.

令 u = t，便正好得到

C2(u) =

(
e−u

√
2
,
eu√
2
, u+ 1

)
.

所以 C1 与 C2 在刚体运动

Φ(x, y, z) =

(
x− y√

2
,
x+ y√

2
, z + 1

)
下合同。 □

注. 关键定理：刚体运动由正交变换加平移组成。这里先旋转，再平移，即可直接匹配参
数式。

习题 2.3.6 (Chapter2,54). 求渐近线

(1) x2 + y2 = a2

(2) y = a · cosh s
a
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(3) P (t) = (t− sin t, 1− cos t)

Solution. 设原曲线已用弧长参数 s 表示，单位切向量为 T (s)。以 s = 0 为起点的渐伸线由

P̃ (s) = P (s)− sT (s)

给出。
对于 (1)，圆可取弧长参数表示为

P (s) =
(
a cos s

a
, a sin s

a

)
,

从而
T (s) =

(
− sin s

a
, cos s

a

)
.

故其渐伸线为
P̃ (s) =

(
a cos s

a
+ s sin s

a
, a sin s

a
− s cos s

a

)
.

对于 (2)，题中把悬链线写成弧长参数形式。由悬链线的标准弧长参数化

P (s) =
(
a arsinh s

a
,
√
a2 + s2

)
可知

T (s) = P ′(s) =

(
a√

a2 + s2
,

s√
a2 + s2

)
.

因而渐伸线为

P̃ (s) =

(
a arsinh s

a
− as√

a2 + s2
,

a2√
a2 + s2

)
.

这正是一条牵引线（tractrix）的参数方程。
对于 (3)，先求弧长。已知

P (t) = (t− sin t, 1− cos t), P ′(t) = (1− cos t, sin t).

所以
|P ′(t)| =

√
(1− cos t)2 + sin2 t =

√
2− 2 cos t = 2 sin t

2
（在 0 ≤ t ≤ 2π 上成立）。于是

s(t) =

∫ t

0

2 sin ξ

2
dξ = 4

(
1− cos t

2

)
.

单位切向量为

T (t) =
P ′(t)

|P ′(t)|
=

(
sin t

2
, cos t

2

)
.

所以渐伸线为
P̃ (t) = P (t)− s(t)T (t).

代入得

x̃(t) = t− sin t− 4

(
1− cos t

2

)
sin t

2
= t+ sin t− 4 sin t

2
,

ỹ(t) = 1− cos t− 4

(
1− cos t

2

)
cos t

2
= 2

(
1− cos t

2

)2

.

因而可取

P̃ (t) =

(
t+ sin t− 4 sin t

2
, 2

(
1− cos t

2

)2
)
.

□
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注. 关键公式：渐伸线公式 P̃ = P − sT。一旦原曲线已是弧长参数，代入后只剩代数化简。
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2.4 第四次作业 2026.03.25

习题 2.4.1 (思考题). κr(s) 为相对曲率，κr(s) = 〈dα(s)
ds

, β(s)〉，如果平面曲线的正则参
数不一定为弧长参数，则 κr(t) =?

Solution. 设平面曲线用一般正则参数 t 表示为 P (t)，其单位切向量记为

α(t) =
P ′(t)

|P ′(t)|
,

与之正交的单位法向量记为 β(t)。若 s 是弧长参数，则

κr(s) =

〈
dα

ds
, β

〉
.

由于
dα

ds
=

dα/dt

ds/dt
=

1

|P ′(t)|
dα

dt
,

所以对一般参数 t 有

κr(t) =

〈
dα

ds
, β

〉
=

1

|P ′(t)|

〈
dα

dt
, β(t)

〉
.

这就是相对曲率的一般参数表达式。
若把它进一步写成坐标形式，设 P (t) = (x(t), y(t))，则

κr(t) =
x′(t)y′′(t)− y′(t)x′′(t)(

x′(t)2 + y′(t)2
)3/2 .

这正是平面曲线带符号曲率的常见公式。 □

注. 思路：一般参数和弧长参数之间只差一个速度因子，因此相对曲率公式通过链式法则
立刻得到。

习题 2.4.2 (Chapter2,50). 求以下平面曲线的相对曲率 κr

(1) 椭圆：P = (a cos t, b sin t), 0 ≤ t < 2π

(2) 双曲线：P = (a cosh t, b sinh t)

(3) 抛物线：P = (t, t2) 即 y = x2

(4) 悬链线：P = (a(t− sin t), a(1− cos t))

(5) 拽物线：P = (a cosφ, a ln(secφ+ tanφ)− a sinφ)，其中 0 ≤ φ < π
2

Solution. 统一使用公式
κr(t) =

det(P ′(t), P ′′(t))

|P ′(t)|3
.

对于 (1) 椭圆，

P ′(t) = (−a sin t, b cos t), P ′′(t) = (−a cos t,−b sin t).

因而
det(P ′, P ′′) = ab,
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|P ′|2 = a2 sin2 t+ b2 cos2 t.

所以
κr(t) =

ab

(a2 sin2 t+ b2 cos2 t)3/2
.

对于 (2) 双曲线，

P ′(t) = (a sinh t, b cosh t), P ′′(t) = (a cosh t, b sinh t).

从而
det(P ′, P ′′) = ab(sinh2 t− cosh2 t) = −ab.

又
|P ′|2 = a2 sinh2 t+ b2 cosh2 t.

故
κr(t) = − ab

(a2 sinh2 t+ b2 cosh2 t)3/2
.

对于 (3) 抛物线，
P ′(t) = (1, 2t), P ′′(t) = (0, 2).

于是
det(P ′, P ′′) = 2, |P ′|2 = 1 + 4t2.

所以
κr(t) =

2

(1 + 4t2)3/2
.

对于 (4)，虽然题中写作“悬链线”，但参数方程实际是摆线：

P (t) =
(
a(t− sin t), a(1− cos t)

)
.

有
P ′(t) = a(1− cos t, sin t), P ′′(t) = a(sin t, cos t).

所以
det(P ′, P ′′) = a2(cos t− 1) = −a2(1− cos t),

|P ′|2 = a2(2− 2 cos t) = 4a2 sin2 t

2
.

因而在 0 < t < 2π 上，
κr(t) = − 1

4a sin(t/2) .

对于 (5)，设参数为 φ，

P (φ) = (a cosφ, a ln(secφ+ tanφ)− a sinφ) .

则
P ′(φ) = (−a sinφ, a(secφ− cosφ)) ,

而

secφ− cosφ =
sin2 φ

cosφ .

因此
|P ′|2 = a2 tan2 φ.
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继续计算可得
det(P ′, P ′′) = −a2 tan2 φ.

在 0 < φ < π
2
上有 tanφ > 0，从而

κr(φ) = − 1

a tanφ
.

□

注. 关键公式：κr =
det(P ′,P ′′)

|P ′|3 。每条曲线只是在求导和化简上不同。

习题 2.4.3 (Chapter2,52). 相对曲率为 κr(s) =
1

1+s2
，s 为弧长参数，求平面曲线的曲

线方程.

Solution. 因为 s 是弧长参数，所以设切向角为 θ(s)，则

θ′(s) = κr(s) =
1

1 + s2
.

积分得
θ(s) = arctan s+ θ0.

经过一个整体刚体运动后，可令 θ0 = 0，于是

T (s) = (cos θ(s), sin θ(s)) = (cos(arctan s), sin(arctan s)) =

(
1√

1 + s2
,

s√
1 + s2

)
.

由于 P ′(s) = T (s)，故

x′(s) =
1√

1 + s2
, y′(s) =

s√
1 + s2

.

积分得到
x(s) =

∫
1√

1 + s2
ds = arsinh s+ C1,

y(s) =

∫
s√

1 + s2
ds =

√
1 + s2 + C2.

平移坐标后可取 C1 = C2 = 0，于是

P (s) =
(
arsinh s,

√
1 + s2

)
.

消去参数：由
x = arsinh s

可得
s = sinhx, y =

√
1 + sinh2 x = coshx.

因而该曲线方程为
y = coshx .

若保留一般常数，则所有解都与这条悬链线相差一个平移和刚体运动。 □

注. 关键思路：先由曲率积分出切向角，再由 P ′(s) = (cos θ, sin θ) 反求曲线。
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2.5 第五次作业 2026.04.01

习题 2.5.1 (思考题). 求
(
E F

F G

)
和

(
Ẽ F̃

F̃ G̃

)
之间的关系.

Solution. 设曲面在参数 (u, v) 下的第一基本形式矩阵为

I =

(
E F

F G

)
.

若作参数变换
u = u(ũ, ṽ), v = v(ũ, ṽ),

并记 Jacobian 矩阵为

J =

∂u

∂ũ

∂u

∂ṽ
∂v

∂ũ

∂v

∂ṽ

 ,

那么新参数 (ũ, ṽ) 下的切向量满足 (
Pũ

Pṽ

)
= JT

(
Pu

Pv

)
.

因而第一基本形式矩阵按二次型变换法则变化，即

Ĩ = JT IJ.

也就是说 (
Ẽ F̃

F̃ G̃

)
= JT

(
E F

F G

)
J .

展开后可写成
Ẽ = Eu2

ũ + 2Fuũvũ +Gv2ũ,

F̃ = Euũuṽ + F (uũvṽ + uṽvũ) +Gvũvṽ,

G̃ = Eu2
ṽ + 2Fuṽvṽ +Gv2ṽ.

□

注. 关键定理：第一基本形式在参数变换下按二次型合同变换。矩阵语言最清楚。

习题 2.5.2 (思考题). 证明：曲面面积和参数选取无关.

Solution. 曲面面积元在参数 (u, v) 下为

dA =
√
EG− F 2 du dv.

设改用参数 (ũ, ṽ)，由上一题可知
Ĩ = JT IJ,

其中 J =
∂(u, v)

∂(ũ, ṽ)
。
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两边取行列式，得到

ẼG̃− F̃ 2 = det(Ĩ) = det(JT ) det(I) det(J) = (det J)2(EG− F 2).

因而 √
ẼG̃− F̃ 2 = | det J |

√
EG− F 2.

同时变量替换公式给出

du dv = | det J | dũ dṽ.

所以
√
EG− F 2 du dv =

√
ẼG̃− F̃ 2 dũ dṽ.

这说明面积元在参数变换下保持不变，故对同一块曲面 S，

A(S) =
x √

EG− F 2 du dv =
x √

ẼG̃− F̃ 2 dũ dṽ.

因此曲面面积与参数选取无关。 □

注. 思路：面积元的变化规律和多元积分变量替换公式正好匹配，所以面积与参数无关。

习题 2.5.3 (Chapter3,2). 求下列曲面的第一基本形式

(1) P = (u cos v, u sin v, φ(v))

(2) P = (u cos v, u sin v, φ(u) + av)，其中 a 为常数.

Solution. 第一基本形式由

E = 〈Pu, Pu〉, F = 〈Pu, Pv〉, G = 〈Pv, Pv〉

给出。

对于 (1)，
P (u, v) = (u cos v, u sin v, φ(v)).

于是

Pu = (cos v, sin v, 0), Pv = (−u sin v, u cos v, φ′(v)).

所以

E = 1, F = 0, G = u2 + φ′(v)2.

因而第一基本形式为

I = du2 +
(
u2 + φ′(v)2

)
dv2.

对于 (2)，
P (u, v) = (u cos v, u sin v, φ(u) + av).

从而

Pu = (cos v, sin v, φ′(u)), Pv = (−u sin v, u cos v, a).

故

E = 1 + φ′(u)2, F = aφ′(u), G = u2 + a2.
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因而第一基本形式为

I =
(
1 + φ′(u)2

)
du2 + 2aφ′(u) du dv + (u2 + a2) dv2.

□

注. 关键方法：第一基本形式只看一阶偏导。先求 Pu, Pv，再做内积。

习题 2.5.4 (Chapter3,10). 设曲面 S 有参数方程：P (x, y) = (x, y, f(x, y))，其中 f(x, y)

三阶连续可导，求 S 的法向量和第一基本形式.

Solution. 先求偏导：
Px = (1, 0, fx), Py = (0, 1, fy).

因而一个法向量可由叉积给出：

Px × Py =

∣∣∣∣∣∣∣∣
e1 e2 e3

1 0 fx

0 1 fy

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (−fx,−fy, 1).

所以单位法向量可取
n =

1√
1 + f2

x + f2
y

(−fx,−fy, 1).

再求第一基本形式系数：
E = 〈Px, Px〉 = 1 + f2

x ,

F = 〈Px, Py〉 = fxfy,

G = 〈Py, Py〉 = 1 + f2
y .

因而第一基本形式为

I = (1 + f2
x) dx

2 + 2fxfy dx dy + (1 + f2
y ) dy

2.

□

注. 关键方法：图形曲面题统一从 Px, Py 的叉积出发，法向量和第一基本形式都能一次得
到。

习题 2.5.5 (Chapter3,13). 已知去面的第一基本形式：I = du2 + (u2 + a2)dv2，求

(1) 曲面上的曲线 u = v 从 v1 到 v2 的弧长.

(2) 曲面上的曲线 u+ v = 0 与 u− v = 0 之间的夹角.

(3) 曲面上的曲线 u = av, u = −av, v = 1 所围成的面积.

Solution. 已知
I = du2 + (u2 + a2) dv2,

即
E = 1, F = 0, G = u2 + a2.
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对于 (1)，曲线 u = v 可由参数 v 表示为

(u(v), v) = (v, v), v ∈ [v1, v2].

因此
ds2 = du2 + (u2 + a2)dv2 =

(
1 + v2 + a2

)
dv2.

弧长为

L =

∫ v2

v1

√
v2 + a2 + 1 dv.

积分后得到
L =

1

2

[
v
√
v2 + a2 + 1 + (a2 + 1) ln

∣∣∣v +√
v2 + a2 + 1

∣∣∣]v2
v1
.

对于 (2)，曲线 u+ v = 0 与 u− v = 0 在 (0, 0) 相交。它们在该点的切向量分别可取

X1 = (1,−1), X2 = (1, 1).

由于在 (0, 0) 处度量为
I = du2 + a2dv2,

故
〈X1, X2〉 = 1− a2,

|X1| = |X2| =
√
1 + a2.

所以夹角 θ 满足

cos θ =
1− a2

1 + a2
.

对于 (3)，所围区域为

D = {(u, v) : 0 ≤ v ≤ 1, −av ≤ u ≤ av}.

面积元为
dA =

√
EG− F 2 du dv =

√
u2 + a2 du dv.

因而面积

A =

∫ 1

0

∫ av

−av

√
u2 + a2 du dv.

由于被积函数关于 u 偶对称，

A = 2

∫ 1

0

∫ av

0

√
u2 + a2 du dv.

用积分公式 ∫ √
u2 + a2 du =

1

2

(
u
√
u2 + a2 + a2 ln

(
u+

√
u2 + a2

))
得

A = a2
∫ 1

0

(
v
√
1 + v2 + ln

(
v +

√
1 + v2

))
dv.

继续积分可得 ∫ 1

0

v
√
1 + v2 dv =

2
√
2− 1

3
,∫ 1

0

ln
(
v +

√
1 + v2

)
dv = arsinh 1−

√
2 + 1.
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故

A = a2

(
arsinh 1 +

2−
√
2

3

)
.

□

注. 思路：给定第一基本形式后，所有几何量都在参数平面上通过度量来算。
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2.6 第六次作业 2026.04.08

习题 2.6.1 (Chapter3,14). 设曲面 S 有参数方程：P (x, y) = (x, y, f(x, y))，其中 f(x, y)

三阶连续可导，求 S 的第二基本形式.

Solution. 与上一题一样，

Px = (1, 0, fx), Py = (0, 1, fy),

且可取单位法向量
n =

1√
1 + f2

x + f2
y

(−fx,−fy, 1).

第二基本形式系数为

L = 〈Pxx, n〉, M = 〈Pxy, n〉, N = 〈Pyy, n〉.

由
Pxx = (0, 0, fxx), Pxy = (0, 0, fxy), Pyy = (0, 0, fyy),

得
L =

fxx√
1 + f2

x + f2
y

, M =
fxy√

1 + f2
x + f2

y

, N =
fyy√

1 + f2
x + f2

y

.

因而第二基本形式为

II =
fxx dx

2 + 2fxy dx dy + fyy dy
2√

1 + f2
x + f2

y

.

□

注. 关键方法：图形曲面的第二基本形式几乎就是 Hessian 除以法向量的归一化因子。

习题 2.6.2 (Chapter3,15). 求下列曲面的第二基本形式

(1) P = (a cosφ cos θ, a cosφ sin θ, b sinφ)

(2) P = (u, v, 1
2
(u2 + v2))

(3) P = (a(u+ v), a(u− v), 2uv)

Solution. 第二基本形式由

L = 〈Puu, n〉, M = 〈Puv, n〉, N = 〈Pvv, n〉

给出。
对于 (1)，设参数为 (φ, θ)，则

Pφ = (−a sinφ cos θ,−a sinφ sin θ, b cosφ),

Pθ = (−a cosφ sin θ, a cosφ cos θ, 0).

取外法向量

n =
1√

a2 sin2 φ+ b2 cos2 φ
(
b cosφ cos θ, b cosφ sin θ, a sinφ

)
.
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再算二阶偏导：
Pφφ = (−a cosφ cos θ,−a cosφ sin θ,−b sinφ),

Pφθ = (a sinφ sin θ,−a sinφ cos θ, 0),

Pθθ = (−a cosφ cos θ,−a cosφ sin θ, 0).

因而
L = − ab√

a2 sin2 φ+ b2 cos2 φ
, M = 0,

N = − ab cos2 φ√
a2 sin2 φ+ b2 cos2 φ

.

所以

II = − ab√
a2 sin2 φ+ b2 cos2 φ

dφ2 − ab cos2 φ√
a2 sin2 φ+ b2 cos2 φ

dθ2.

对于 (2)，

P (u, v) =

(
u, v,

1

2
(u2 + v2)

)
.

有
Pu = (1, 0, u), Pv = (0, 1, v),

所以可取单位法向量
n =

1√
1 + u2 + v2

(−u,−v, 1).

再由
Puu = (0, 0, 1), Puv = (0, 0, 0), Pvv = (0, 0, 1),

得
L =

1√
1 + u2 + v2

, M = 0, N =
1√

1 + u2 + v2
.

因而

II =
du2 + dv2√
1 + u2 + v2

.

对于 (3)，
P (u, v) = (a(u+ v), a(u− v), 2uv).

则
Pu = (a, a, 2v), Pv = (a,−a, 2u).

取法向量
n =

1√
a2 + (u+ v)2 + (u− v)2

(−(u+ v), u− v, a).

再有
Puu = (0, 0, 0), Puv = (0, 0, 2), Pvv = (0, 0, 0).

因而
L = 0, M =

2a√
a2 + (u+ v)2 + (u− v)2

, N = 0.

所以
II =

4a√
a2 + (u+ v)2 + (u− v)2

du dv.

□

注. 思路：第二基本形式题的步骤高度统一：求法向量、求二阶偏导、做内积。
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习题 2.6.3 (Chapter3,16). 设 P0 = P (s)(s 为弧长参数) 是曲率、挠率均为常数的曲
线. 求以 P (s) 为中心曲线的管状面 Sr 的第一与第二基本形式、主方向、主曲率、总
曲率和平均曲率.

Solution. 设中心曲线的 Frenet 标架为 {T,N,B}，曲率、挠率分别为常数 κ, τ。管状面写成

X(s, θ) = P (s) + r cos θ N(s) + r sin θ B(s),

其中 0 < r < 1
κ
。

记
er = cos θ N + sin θ B, eθ = − sin θ N + cos θ B.

那么
X = P + rer.

由 Frenet 公式
T ′ = κN, N ′ = −κT + τB, B′ = −τN

可得
e′r = −κ cos θ T + τeθ, e′θ = κ sin θ T − τer.

因而
Xs = T + re′r = (1− rκ cos θ)T + rτeθ,

Xθ = reθ.

设
A = 1− rκ cos θ.

则第一基本形式系数为
E = 〈Xs, Xs〉 = A2 + r2τ2,

F = 〈Xs, Xθ〉 = r2τ,

G = 〈Xθ, Xθ〉 = r2.

所以
I = (A2 + r2τ 2) ds2 + 2r2τ ds dθ + r2 dθ2.

取外法向量
n = er = cos θ N + sin θ B.

则
Xsθ = rκ sin θ T − rτer, Xθθ = −rer,

并且
Xss = AκN − rτ 2er + (切向部分).

因此
L = 〈Xss, n〉 = κ cos θ(1− rκ cos θ)− rτ 2,

M = 〈Xsθ, n〉 = −rτ,

N = 〈Xθθ, n〉 = −r.
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所以

II =
(
κ cos θ(1− rκ cos θ)− rτ 2

)
ds2 − 2rτ ds dθ − r dθ2.

下面求主方向。注意

nθ = eθ =
1

r
Xθ,

故 Weingarten 算子满足
S(Xθ) = −nθ = −1

r
Xθ.

所以 Xθ 是一个主方向，对应主曲率

k1 = −1

r
.

再考虑向量

Y = Xs − τXθ.

由

Y = AT

以及

ns = −κ cos θ T + τeθ

可得

nY = ns − τnθ = −κ cos θ T = −κ cos θ
A

Y.

因而

S(Y ) = −nY =
κ cos θ
A

Y.

所以另一个主方向为 Y = Xs − τXθ，其主曲率为

k2 =
κ cos θ

1− rκ cos θ .

因此高斯曲率与平均曲率分别为

K = k1k2 = − κ cos θ
r(1− rκ cos θ) ,

H =
k1 + k2

2
=

1

2

(
−1

r
+

κ cos θ
1− rκ cos θ

)
.

总结如下：

I = (A2 + r2τ 2) ds2 + 2r2τ ds dθ + r2 dθ2,

II =
(
κ cos θA− rτ 2

)
ds2 − 2rτ ds dθ − r dθ2,

主方向：Xθ, Xs − τXθ,

主曲率：k1 = −1

r
, k2 =

κ cos θ
A

,

K = −κ cos θ
rA

, H =
1

2

(
−1

r
+

κ cos θ
A

)
, A = 1− rκ cos θ.

□

注. 关键定理：Frenet 公式。管状面计算最重要的是把 N,B 方向的变化改写成 T, er, eθ。
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习题 2.6.4 (Chapter3,18). 求螺面 P = (u cos v, u sin v, u+ v) 的 Gauss 曲率和平均曲
率.

Solution. 先求第一、第二基本形式。
有

Pu = (cos v, sin v, 1), Pv = (−u sin v, u cos v, 1).

因而
E = 〈Pu, Pu〉 = 2,

F = 〈Pu, Pv〉 = 1,

G = 〈Pv, Pv〉 = u2 + 1.

再算法向量：
Pu × Pv = (sin v − u cos v,− cos v − u sin v, u),

所以
|Pu × Pv| =

√
2u2 + 1.

取单位法向量
n =

Pu × Pv√
2u2 + 1

.

二阶偏导为

Puu = (0, 0, 0), Puv = (− sin v, cos v, 0), Pvv = (−u cos v,−u sin v, 0).

因而
L = 〈Puu, n〉 = 0,

M = 〈Puv, n〉 = − 1√
2u2 + 1

,

N = 〈Pvv, n〉 =
u2

√
2u2 + 1

.

所以高斯曲率

K =
LN −M2

EG− F 2
=

− 1
2u2+1

2(u2 + 1)− 1
= − 1

(2u2 + 1)2
.

平均曲率

H =
EN − 2FM +GL

2(EG− F 2)
=

2 · u2
√
2u2+1

− 2 · 1 ·
(
− 1√

2u2+1

)
2(2u2 + 1)

.

化简得

H =
u2 + 1

(2u2 + 1)3/2
.

因而

K = − 1

(2u2 + 1)2
, H =

u2 + 1

(2u2 + 1)3/2
.

□

注. 关键公式：K = LN−M2

EG−F 2 与 H = EN−2FM+GL
2(EG−F 2)

。
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2.7 第七次作业 2026.04.15

习题 2.7.1 (Chapter3,19). 设曲面 S 满足 x2 + y2 = f(z)，其中 f(z) 三次可微，且
f(0) = 0，f ′(0) 6= 0，证明：S 在点 (0, 0, 0) 处的法曲率函数为常数.

Solution. 设
F (x, y, z) = x2 + y2 − f(z).

由条件 f(0) = 0 可知 (0, 0, 0) ∈ S，又

∇F (0, 0, 0) = (0, 0,−f ′(0)) 6= 0,

所以由隐函数定理，曲面在原点附近可以写成图形

z = g(x, y), g(0, 0) = 0.

且有恒等式

x2 + y2 = f(g(x, y)).

对 x 求偏导：

2x = f ′(g)gx.

在原点代入得

gx(0, 0) = 0.

同理

gy(0, 0) = 0.

再对 x 求一次偏导：

2 = f ′′(g)g2x + f ′(g)gxx.

在原点处，由于 g(0, 0) = 0 且 gx(0, 0) = 0，得

2 = f ′(0)gxx(0, 0),

所以

gxx(0, 0) =
2

f ′(0)
.

同理

gyy(0, 0) =
2

f ′(0)
.

再对等式 2x = f ′(g)gx 对 y 求偏导，得

0 = f ′′(g)gxgy + f ′(g)gxy,

在原点处得到

gxy(0, 0) = 0.

因而原点处图形曲面的第一、第二基本形式分别为

I = dx2 + dy2
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和

II =
2

f ′(0)
(dx2 + dy2)

（这里取向上法向量）。

对任意切向量

X = ξ∂x + η∂y,

其法曲率为

kn(X) =
II(X,X)

I(X,X)
=

2
f ′(0)

(ξ2 + η2)

ξ2 + η2
=

2

f ′(0)
.

与方向无关，因此原点处的法曲率函数是常数。 □

注. 思路：在特殊点把曲面化成图形，再看第二基本形式是否是单位矩阵的倍数。若是，则
法曲率与方向无关。

习题 2.7.2 (Chapter3,23). 求曲线 ρ = ρ(s) 的切线面 P (s, u) = ρ(s) + u · α(s) 的曲率
线，比较曲率线的曲率和该曲面的法曲率.

Solution. 这里“切线面”应理解为

X(s, u) = ρ(s) + uT (s),

其中 s 是母曲线的弧长参数，T = ρ′(s) 是单位切向量。

由 Frenet 公式，
Xs = T + uκN, Xu = T.

因而当 uκ 6= 0 时曲面正则，且

E = 〈Xs, Xs〉 = 1 + u2κ2, F = 〈Xs, Xu〉 = 1, G = 〈Xu, Xu〉 = 1.

再求法向量：

Xs ×Xu = (T + uκN)× T = uκ(N × T ) = −uκB.

因而可取单位法向量

n = B

（只差一个整体符号，不影响曲率线方程）。

继续计算二阶偏导：

Xss = κN + u(κ′N + κN ′) = −uκ2T + (κ+ uκ′)N + uκτB,

Xsu = κN, Xuu = 0.

所以

L = 〈Xss, B〉 = uκτ, M = 〈Xsu, B〉 = 0, N = 〈Xuu, B〉 = 0.

曲率线微分方程为

(FL− EM) ds2 + (GL− EN) ds du+ (GM − FN) du2 = 0.
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代入上式得
uκτ ds2 + uκτ ds du = 0.

当 uκτ 6= 0 时，
ds(ds+ du) = 0.

因而曲率线有两族：
第一族：ds = 0，即 s =常数，这正是切线面的母线（直母线）。
第二族：du = −ds，即

u+ s = C.

下面比较曲率与法曲率。
对第一族 s =常数，曲线为

X(u) = ρ(s0) + uT (s0),

是一条直线，所以其曲率为 0；同时第二基本形式在该方向上的值也为 0，故法曲率也为 0。
对第二族，取

u = C − s.

对应曲线可写成
γ(s) = X(s, C − s) = ρ(s) + (C − s)T (s).

于是
γ′(s) = Xs −Xu = uκN,

其速度为
|γ′(s)| = |u|κ.

再求导：
γ′′(s) = (−κ+ uκ′)N + uκ(−κT + τB).

从而
|γ′ × γ′′| = |u|2κ2

√
κ2 + τ 2.

所以第二族曲率线的曲率为

κγ =
|γ′ × γ′′|
|γ′|3

=

√
κ2 + τ 2

|u|κ
.

而它沿该方向的法曲率为

kn =
Lds2 + 2M dsdu+N du2

E ds2 + 2F ds du+Gdu2
.

代入 du = −ds 和 L = uκτ,M = N = 0，得

kn =
uκτ

u2κ2
=

τ

uκ
.

因此

|kn| =
|τ |
|u|κ

≤
√
κ2 + τ2

|u|κ
= κγ .

也就是说，第二族曲率线的法曲率是其总曲率在曲面法向上的分量。 □

注. 关键方法：切线面是直纹面，先由基本形式求曲率线微分方程，再分别分析两族曲线。
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习题 2.7.3 (Chapter3,24). 求悬链面 P = (
√
u2 + a2 cos v,

√
u2 + a2 sin v, a ln(u +

√
u2 + a2)) 的第一基本形式和第二基本形式，并求它在点 (0, 0) 沿切向量 dP =

2Pu + Pv 的法曲率.

Solution. 记
ρ(u) =

√
u2 + a2.

则曲面写成

P (u, v) = (ρ cos v, ρ sin v, a ln(u+ ρ)).

先求偏导。由于

ρ′ =
u

ρ
,

d

du
ln(u+ ρ) =

1

ρ
,

所以

Pu =

(
u

ρ
cos v, u

ρ
sin v,

a

ρ

)
,

Pv = (−ρ sin v, ρ cos v, 0).

于是

E = 〈Pu, Pu〉 =
u2 + a2

ρ2
= 1,

F = 〈Pu, Pv〉 = 0,

G = 〈Pv, Pv〉 = ρ2 = u2 + a2.

因而第一基本形式为

I = du2 + (u2 + a2) dv2.

再算法向量。直接计算

Pu × Pv = (−a cos v,−a sin v, u),

且

|Pu × Pv| =
√
a2 + u2 = ρ.

因此可取单位法向量

n =
1

ρ
(−a cos v,−a sin v, u).

计算二阶偏导：

Puu =

(
a2

ρ3
cos v, a

2

ρ3
sin v,−au

ρ3

)
,

Puv =

(
−u

ρ
sin v,

u

ρ
cos v, 0

)
,

Pvv = (−ρ cos v,−ρ sin v, 0).

所以

L = 〈Puu, n〉 = − a

u2 + a2
,

M = 〈Puv, n〉 = 0,

N = 〈Pvv, n〉 = a.
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因而第二基本形式为
II = − a

u2 + a2
du2 + a dv2.

最后求在点 (0, 0) 沿切向量
dP = 2Pu + Pv

的法曲率。法曲率公式为

kn =
Lλ2 + 2Mλµ+Nµ2

Eλ2 + 2Fλµ+Gµ2

，其中方向写作 λPu + µPv。这里 (λ, µ) = (2, 1)。
在 (0, 0) 处，

E = 1, F = 0, G = a2, L = −1

a
, M = 0, N = a.

所以

kn(0, 0; 2Pu + Pv) =
4(−1/a) + a

4 + a2
=

a− 4
a

a2 + 4
=

a2 − 4

a(a2 + 4)
.

□

注. 关键思路：先把基本形式算完整，再把指定方向代进法曲率公式，不要跳步。

习题 2.7.4 (Chapter3,25). 曲面上任意点处，任意两正交方向的法曲率之和为常数.

Solution. 设曲面上一点的主曲率为 k1, k2。若某个单位方向与第一主方向成角 θ，则由 Euler
公式，

kn(θ) = k1 cos2 θ + k2 sin2 θ.

与之正交的方向对应角度 θ + π
2
，故其法曲率为

kn

(
θ +

π

2

)
= k1 sin2 θ + k2 cos2 θ.

两式相加即得
kn(θ) + kn

(
θ +

π

2

)
= k1 + k2 = 2H.

这里 H 是该点的平均曲率。
因而在曲面任意一点处，任意两正交方向的法曲率之和都等于同一个常数 2H。也就是说，

命题中所说的“常数”正是两倍平均曲率。 □

注. 关键定理：Euler 公式。任意两正交方向的法曲率和总是 2H。

习题 2.7.5 (Chapter3,37). 若曲面有参数表示 P (u, v)，其中 u, v 为正交参数，写出曲
面的基本公式.

Solution. 设
E = 〈Pu, Pu〉, F = 〈Pu, Pv〉 = 0, G = 〈Pv, Pv〉.

因为 u, v 为正交参数，所以 F = 0。此时 Christoffel 符号化为

Γ1
11 =

Eu

2E
, Γ1

12 =
Ev

2E
, Γ1

22 = −Gu

2E
,

Γ2
11 = −Ev

2G
, Γ2

12 =
Gu

2G
, Γ2

22 =
Gv

2G
.
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因而 Gauss 公式为
Puu =

Eu

2E
Pu − Ev

2G
Pv + Ln,

Puv =
Ev

2E
Pu +

Gu

2G
Pv +Mn,

Pvv = −Gu

2E
Pu +

Gv

2G
Pv +Nn.

Weingarten 公式为
nu = −L

E
Pu − M

G
Pv,

nv = −M

E
Pu − N

G
Pv.

这就是正交参数下曲面的基本公式。 □

注. 思路：正交参数下 F = 0，所以 Gauss 公式、Weingarten 公式和 Christoffel 符号都
更整洁。
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3.1 2026.03.11

习题 3.1.1. 设正则曲线 P (s) 以 s 为弧长参数，曲率处处非零。假设存在 s0 使得从原
点到 P 的距离 |P (s)| 在 s0 处最大，证明：P 在 s0 处的曲率满足

κ(s0) ≥
1

|P (s0)|
.

Solution. 设
ϕ(s) = |P (s)|2.

因为 ϕ 在 s0 处取极大值，所以

ϕ′(s0) = 0, ϕ′′(s0) ≤ 0.

由 s 是弧长参数，P ′(s) = T (s)，故

ϕ′(s) = 2〈P (s), T (s)〉.

于是
〈P (s0), T (s0)〉 = 0.

55
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再求导：
ϕ′′(s) = 2

(
〈T, T 〉+ 〈P, T ′〉

)
= 2
(
1 + κ〈P,N〉

)
.

在 s0 处有
1 + κ(s0)〈P (s0), N(s0)〉 ≤ 0.

因而
〈P (s0), N(s0)〉 ≤ − 1

κ(s0)
.

由于 P (s0) ⊥ T (s0)，故 P (s0) 落在由 N(s0), B(s0) 张成的平面内，可写成

P (s0) = aN(s0) + bB(s0).

于是
a = 〈P (s0), N(s0)〉, |a| ≤ |P (s0)|.

上面不等式给出
−a ≥ 1

κ(s0)
.

从而
1

κ(s0)
≤ |a| ≤ |P (s0)|.

即
κ(s0) ≥

1

|P (s0)|
.

证毕。 □

注. 关键方法：极值问题常转成对标量函数求一、二阶导数。这里用的是 ϕ(s) = |P (s)|2。
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3.2 2026.03.18

习题 3.2.1. 设曲线 P (s) 是 R3 中以弧长 s 为参数的正则曲线，曲率 κ(s) > 0，挠率
τ(s) 6= 0。若 P 的所有次切平面都经过同一个固定点 O，证明：存在常数 c1, c2 使得

τ(s)

κ(s)
= c1s+ c2.

Solution. 不妨把坐标原点取在固定点 O。注意次切平面是由 T (s), B(s) 张成的平面，其法
向量为 N(s)。因此条件“所有次切平面都经过 O”等价于向量 O − P (s) = −P (s) 落在
span{T (s), B(s)} 中，也就是

〈P (s), N(s)〉 = 0.

对 s 求导，得
0 = 〈T,N〉+ 〈P,N ′〉 = 〈P,−κT + τB〉.

这说明 P (s) 总在由 T (s), B(s) 张成的平面内，因此可写成

P (s) = λ(s)T (s) + µ(s)B(s).

对它求导：
T = λ′T + λT ′ + µ′B + µB′ = λ′T + (λκ− µτ)N + µ′B.

比较 T,N,B 三个方向的系数，得到

λ′(s) = 1, µ′(s) = 0, λ(s)κ(s)− µ(s)τ(s) = 0.

因而
λ(s) = s+ c2, µ(s) = c

其中 c 6= 0（若 c = 0，则由 λκ− µτ = 0 会推出 λκ = 0，与 κ > 0 矛盾）。
再由

λκ = µτ

得
τ(s)

κ(s)
=

λ(s)

µ
=

1

c
s+

c2
c
.

令
c1 =

1

c
, c′2 =

c2
c
,

便得到
τ(s)

κ(s)
= c1s+ c′2.

□

注. 思路：次切平面是 span{T,B}，其法向量是 N。固定点在每个次切平面内，会强迫位
置向量满足 〈P,N〉 = 0，从而分解成 T,B 的线性组合并得到微分方程。
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3.3 2026.03.25

习题 3.3.1. 设 S ⊂ R3 是一光滑正则曲面，P ∈ S。若存在一个球面 Σ（球心为 O，半
径为 R > 0）使得 Σ ∩ S = {P}，证明：球面 Σ 与曲面 S 在点 P 处相切，即它们在
P 处的切平面重合。

Solution. 设
Φ(X) = |X −O|2.

球面 Σ 的方程就是
Φ(X) = R2.

已知 Σ ∩ S = {P}。由于 S 在 P 附近是连通的局部参数曲面，函数

Φ|S −R2

在 P 的某个邻域内不能变号；否则由连续性，沿着曲面内连接两点的路径必然还会出现别的
零点，这与 Σ ∩ S = {P} 矛盾。
因而 P 是 Φ|S 的局部极值点，于是对任意切向量 V ∈ TPS，都有

d(Φ|S)P (V ) = 0.

另一方面，
dΦP (V ) = 2〈P −O, V 〉.

因此
〈P −O, V 〉 = 0, ∀V ∈ TPS.

这说明向量 P −O 垂直于曲面 S 在点 P 处的切平面。
但是对于球面 Σ 来说，P − O 也正是球面在点 P 的法向量，因此它同样垂直于球面 Σ

在点 P 的切平面。
一个平面由其法向量唯一确定，所以二者的切平面相同。也就是说，球面 Σ 与曲面 S 在

点 P 处相切。 □

注. 关键思路：把球面看成距离函数的等值面，在曲面上只有一个交点意味着该距离函数
在该点取极值。
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3.4 2026.04.01

习题 3.4.1. 设 C : P (s), s ∈ [0, L] 是一条逆时针转动的平面凸闭曲线，s 是弧长参数，
其正交标架场为 {P (s);α(s), β(s)}，称曲线

C̃ : P̃ (s) = P (s)− dβ(s), s ∈ [0, L]

为 C 的平行曲线，其中 d 是正常数。证明：

1. L̃ = L+ 2πd；

2. Ã = A+ dL+ πd2；

3. κ̃r =
κr

1 + dκr

。

其中 L,A, κr（L̃, Ã, κ̃r）分别是 C（C̃）的长度、面积和曲率。

Solution. 设 α(s) 是单位切向量，β(s) 是与之组成正向正交标架的法向量。则 Frenet 公式
写成

α′(s) = κr(s)β(s), β′(s) = −κr(s)α(s).

由
P̃ (s) = P (s)− dβ(s)

求导得
P̃ ′(s) = α(s)− dβ′(s) =

(
1 + dκr(s)

)
α(s).

因为原曲线是逆时针凸闭曲线，所以 κr(s) > 0，从而

|P̃ ′(s)| = 1 + dκr(s).

因此
ds̃ = (1 + dκr) ds.

所以平行曲线的长度为

L̃ =

∫ L

0

ds̃ =

∫ L

0

(1 + dκr) ds = L+ d

∫ L

0

κr ds.

对于逆时针凸闭曲线， ∫ L

0

κr ds = 2π,

故
L̃ = L+ 2πd.

下面求面积。设平面点向量写作 Q = (x, y)。Green 公式给出正向简单闭曲线围成面积

A(Q) =
1

2

∮
C

(x dy − y dx) =
1

2

∫
det(Q,Q′) dt.

因此对原曲线，因为 P ′(s) = α(s)，有

A =
1

2

∫ L

0

det(P, α) ds.
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对平行曲线，虽然这里仍用原来的参数 s 来描写边界，但面积公式只需要曲线及其对该参数
的导数，所以

Ã =
1

2

∫ L

0

det(P̃ , P̃ ′) ds.

于是

Ã =
1

2

∫ L

0

det(P − dβ, (1 + dκr)α) ds.

展开得

Ã = A+
d

2

∫ L

0

κr det(P, α) ds− d

2

∫ L

0

det(β, α) ds− d2

2

∫ L

0

κr det(β, α) ds.

因为 det(α, β) = 1，所以 det(β, α) = −1。又由

d

ds
det(P, β) = det(α, β) + det(P, β′) = 1− κr det(P, α),

对闭曲线积分可得 ∫ L

0

κr det(P, α) ds = L.

因而

Ã = A+
d

2
L+

d

2
L+

d2

2

∫ L

0

κr ds = A+ dL+ πd2.

最后求相对曲率。由于

α̃ =
P̃ ′

|P̃ ′|
= α,

所以

κ̃r =

〈
dα̃

ds̃
, β

〉
=

1

ds̃/ds

〈
dα

ds
, β

〉
=

κr

1 + dκr

.

综上，

L̃ = L+ 2πd , Ã = A+ dL+ πd2 , κ̃r =
κr

1 + dκr

.

□

注. 关键公式：P̃ ′ = (1 + dκr)α。长度、面积、相对曲率三条结论都从这一步出发。

习题 3.4.2. 设 C : P (s), s ∈ [a, b] 是 R3 中的一条正则简单闭曲线，s 为弧长参数，曲
率为 κ(s)。它的单位切向量 T (s) 构成了单位球面上的一条曲线

C̃ : P̃ (s) = T (s), s ∈ [a, b],

我们称其为 C 的切线标线（tangent indicatrix）。记 C̃ 的长度为 L。证明：

1. C̃ 的长度等于 C 的总曲率，即

L =

∫ b

a

κ(s) ds,

2. 若 L < 2π，则存在一个开半球，这个开半球包含 C̃。（Hint：单位球面上任何一
条长度小于 π 的曲线都一定包含于某个开半球。）

3. C 的总曲率满足不等式 ∫ b

a

κ(s) ds ≥ 2π.
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Solution. 记切线标线为
P̃ (s) = T (s) ∈ S2.

对于 (1)，由 Frenet 公式
T ′(s) = κ(s)N(s)

得
|P̃ ′(s)| = |T ′(s)| = κ(s).

因此切线标线的长度为

L =

∫ b

a

|P̃ ′(s)| ds =
∫ b

a

κ(s) ds.

这就证明了切线标线的长度等于原曲线的总曲率。
对于 (2)，这是单位球面上的一个标准结论：长度小于 2π 的闭球面曲线必包含于某个开

半球内；提示中给出的“长度小于 π 的球面曲线包含于某个开半球”正是证明该结论的基本
引理。于是当

L < 2π

时，C̃ 包含在某个开半球内，即存在单位向量 q，使得对一切 s ∈ [a, b] 都有

〈T (s), q〉 > 0.

对于 (3)，若反设 ∫ b

a

κ(s) ds < 2π,

那么由 (1)(2) 可知切线标线 C̃ 包含在某个开半球内，因此存在单位向量 q 使得

〈T (s), q〉 > 0, ∀s ∈ [a, b].

令
ϕ(s) = 〈P (s), q〉.

则
ϕ′(s) = 〈T (s), q〉 > 0.

这说明 ϕ 在整个区间上严格递增。但曲线 C 是闭曲线，所以

P (a) = P (b),

于是
ϕ(a) = ϕ(b),

与严格递增矛盾。
所以反设不成立，从而 ∫ b

a

κ(s) ds ≥ 2π.

这就是 Fenchel 不等式。 □

注. 关键定理：切线标线长度等于总曲率，加上 Fenchel 不等式的球面解释。
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3.5 2026.04.08

习题 3.5.1. 设 α(s) 是一条正则曲线，s 为弧长参数，κ(s) 和 τ(s) 分别是 α 的曲率和
挠率。曲线上每点处的 Frenet 标架为 {α(s);T (s), N(s), B(s)}。定义曲面

P (s, θ) = α(s) + r cos θN(s) + r sin θB(s),

其中 r ∈
(
0,mins

1
κ(s)

)
为常数，已知当 r 充分小时，P 是一个正则曲面。试计算 P 的

第一基本形式和第二基本形式。

Solution. 这是一般曲线的管状面，计算与第六次作业第三题完全相同，而且并不需要 κ, τ 为
常数。
记

er = cos θ N + sin θ B, eθ = − sin θ N + cos θ B, A = 1− rκ(s) cos θ.

则
P (s, θ) = α(s) + rer.

由 Frenet 公式得

(er)s = −κ cos θ T + τeθ, (eθ)s = κ sin θ T − τer.

因而
Ps = T + r(er)s = AT + rτeθ,

Pθ = reθ.

所以第一基本形式系数为
E = 〈Ps, Ps〉 = A2 + r2τ2,

F = 〈Ps, Pθ〉 = r2τ,

G = 〈Pθ, Pθ〉 = r2.

即
I = (A2 + r2τ 2) ds2 + 2r2τ ds dθ + r2 dθ2.

取单位法向量
n = er.

再求二阶偏导：
Psθ = rκ sin θ T − rτer,

Pθθ = −rer.

同时
〈Pss, n〉 = κ cos θ(1− rκ cos θ)− rτ 2.

因而第二基本形式系数为
L = κ cos θ(1− rκ cos θ)− rτ 2,

M = −rτ,
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N = −r.

所以
II =

(
κ cos θ(1− rκ cos θ)− rτ 2

)
ds2 − 2rτ ds dθ − r dθ2.

□

注. 思路：一般管状面和常曲率常挠率情形的区别只在 κ, τ 现在依赖于 s，计算骨架不变。
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3.6 2026.04.15

习题 3.6.1. 设 S 为 R3 中无脐点的正则曲面。若在某个参数表示 (u, v) 下，其第一、
第二基本形式的系数满足：

1. E = 1, F = 0, G = au2，其中 a > 0 为常数；

2. L = αu, M = βu, N = γu，其中 α, β, γ 为常数且不同时为零。

则 S 是圆锥面的一部分。

Solution. 记
I = du2 + au2 dv2.

因而

E = 1, F = 0, G = au2.

第二基本形式系数为

L = αu, M = βu, N = γu.

下面利用 Gauss–Codazzi 方程。
先由第一基本形式算 Christoffel 符号。因为 E = 1, F = 0, G = au2，故唯一非零的

Christoffel 符号是
Γ1
22 = −au, Γ2

12 = Γ2
21 =

1

u
.

由 Codazzi 方程
h11;2 = h12;1, h12;2 = h22;1

来看。这里

h11 = L = αu, h12 = M = βu, h22 = N = γu.

第一条 Codazzi 方程给出

h11;2 = ∂v(αu)− 2Γ2
12h12 = −2β,

h12;1 = ∂u(βu)− Γ2
21h12 = β − β = 0.

故

β = 0.

第二条 Codazzi 方程给出

h12;2 = ∂v(βu)− Γ1
22h11 − Γ2

12h22 = aαu2 − γ,

h22;1 = ∂u(γu)− 2Γ2
21h22 = γ − 2γ = −γ.

因而

aαu2 − γ = −γ,

从而

α = 0.



Chapter 3. 每周一题 65

所以
L = 0, M = 0, N = γu.

这时 Gauss 公式化为

Puu = 0, Puv =
1

u
Pv, Pvv = −auPu + γun.

由 Puu = 0 可知
P (u, v) = uA(v) +B(v),

其中 A(v), B(v) 只依赖于 v。
于是

Pu = A(v), Pv = uA′(v) +B′(v).

再利用第一基本形式条件：
由 E = 1 得

|A(v)|2 = 1.

由 F = 0 得
0 = 〈Pu, Pv〉 = u〈A,A′〉+ 〈A,B′〉.

又因为 |A|2 = 1，故

〈A,A′〉 = 1

2

d

dv
|A|2 = 0,

从而
〈A,B′〉 = 0.

最后由 G = au2 得

au2 = |Pv|2 = |uA′ +B′|2 = u2|A′|2 + 2u〈A′, B′〉+ |B′|2.

比较关于 u 的各次项系数，得到

|B′(v)|2 = 0, 〈A′(v), B′(v)〉 = 0, |A′(v)|2 = a.

因而
B′(v) = 0.

所以 B(v) 是常向量。经过一次平移后，可设 B(v) ≡ 0，从而

P (u, v) = uA(v), |A(v)| = 1, |A′(v)|2 = a.

这说明曲面上每一点都位于经过固定点 0 的射线上，故 S 正是以原点为顶点、球面曲线
A(v) ⊂ S2 为准线的圆锥面的一部分。 □

注. 关键定理：Gauss–Codazzi 方程与 Gauss 公式。先用相容条件压缩系数，再积分出圆
锥参数式。
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3.7 2026.04.22

习题 3.7.1. 设 S : P (u, v), (u, v) ∈ [a, b]× [c, d] 是正则曲面的一部分，其面积为 A(S)。
E,F,G,L,M,N 分别是 S 在这组参数下的第一、第二基本量，n 是单位法向量场。
f(u, v) 是 [a, b]× [c, d] 上的一个扰动函数，定义扰动后的曲面

Sf : P (u, v) + f(u, v)n(u, v),

取 f 足够小使得 Sf 是一个正则曲面。

1. 对任意较小的 t，定义

Stf : P (u, v) + tf(u, v)n(u, v),

证明
d

dt

∣∣∣∣
t=0

A(Stf ) = −2

∫ d

c

∫ b

a

fH
√
EG− F 2 du dv,

其中 H 是 S 的平均曲率。

2. 若对任意的小扰动 f 都有 A(Sf ) ≥ A(S)，证明 S 的平均曲率处处为零，即 S 是
极小曲面。

Solution. 令
Xt(u, v) = P (u, v) + t f(u, v)n(u, v),

则 X0 = P，并且 A(Stf ) 就是参数曲面 Xt 的面积。
先求变形后第一基本形式系数在 t = 0 处的一阶变化。由

(Xt)u = Pu + t(fun+ fnu), (Xt)v = Pv + t(fvn+ fnv),

并利用
〈Pu, n〉 = 〈Pv, n〉 = 0

以及 Weingarten 公式，可得

dEt

dt

∣∣∣∣
t=0

= 2〈Pu, fnu〉 = −2fL,

dFt

dt

∣∣∣∣
t=0

= 〈Pu, fnv〉+ 〈fnu, Pv〉 = −2fM,

dGt

dt

∣∣∣∣
t=0

= 2〈Pv, fnv〉 = −2fN.

记
∆t = EtGt − F 2

t .

则
d∆t

dt

∣∣∣∣
t=0

= G
dEt

dt

∣∣∣∣
t=0

+ E
dGt

dt

∣∣∣∣
t=0

− 2F
dFt

dt

∣∣∣∣
t=0

.

代入上式，
d∆t

dt

∣∣∣∣
t=0

= −2f(GL+ EN − 2FM).
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因此面积元的一阶变化为

d

dt

∣∣∣∣
t=0

√
∆t =

1

2
√
EG− F 2

d∆t

dt

∣∣∣∣
t=0

= −f(GL+ EN − 2FM)√
EG− F 2

.

又平均曲率满足
H =

EN − 2FM +GL

2(EG− F 2)
,

所以
d

dt

∣∣∣∣
t=0

√
∆t = −2fH

√
EG− F 2.

对参数区域积分，得到

d

dt

∣∣∣∣
t=0

A(Stf ) = −2

∫ d

c

∫ b

a

fH
√
EG− F 2 du dv.

这就证明了第一问。
下面证明第二问。若对任意足够小的扰动 f 都有

A(Sf ) ≥ A(S),

则对任意 f，函数 t 7→ A(Stf ) 在 t = 0 处取极小值，从而

d

dt

∣∣∣∣
t=0

A(Stf ) = 0.

所以 ∫ d

c

∫ b

a

fH
√
EG− F 2 du dv = 0

对一切足够小的光滑函数 f 都成立。
由于

√
EG− F 2 > 0

处处成立，根据变分法中的基本引理，只能有

H(u, v) ≡ 0.

因此曲面 S 的平均曲率处处为零，所以 S 是极小曲面。 □

注. 关键方法：把面积元对参数 t 做一阶求导，并把出现的组合识别成平均曲率 H。
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