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1 预备知识

本章目录

1.1 Lp 与弱 Lp 空间 . . . . . . 1

1.2 分布函数 . . . . . . . . . . . 9

1.3 卷积 . . . . . . . . . . . . . 13

1.4 恒等逼近核 . . . . . . . . . 19

1.5 插值定理 . . . . . . . . . . . 24

本章回顾 Lp 与弱 Lp 空间、分布函数、卷积、恒等逼近核与插值定理。

1.1 Lp 与弱 Lp 空间

定义 1.1 (Lp 空间). 设 0 < p ≤ ∞，f 是定义在 Rn 上的 Lebesgue 可测函数，记

Lp(Rn) =
{
f : ‖f‖p =

(∫
Rn

|f(x)|p dx
)1/p

<∞
}
, 0 < p <∞.

L∞(Rn) =
{
f : ‖f‖∞ = inf

|E|=0

(
sup

x∈Rn\E
|f(x)|

)
<∞

}
,

其中 E ⊂ Rn 为 Lebesgue 可测集，|E| 为 E 的 Lebesgue 测度.

当 1 ≤ p ≤ ∞，有对偶性质

‖f‖p = sup
∥g∥p′=1

|
∫
Rn

f(x)g(x) dx|,

其中 1/p+ 1/p′ = 1.

1



2 1.1 Lp 与弱 Lp 空间

记

I(f) := sup
∥g∥p′=1

|
∫
Rn

f(x)g(x) dx|.

若 f = 0，两边都是 0. 下设 ‖f‖p > 0. 由后面的 Hölder 不等式，对任意 ‖g‖p′ = 1 有

|
∫
Rn

fg| ≤ ‖f‖p‖g‖p′ = ‖f‖p,

故 I(f) ≤ ‖f‖p. 反向不等式用极值函数达到.
若 1 < p <∞，令

g(x) =
|f(x)|p−1sgn f(x)

‖f‖p−1
p

,

其中 sgn f = f/|f |（在 {f = 0} 上取 0）. 因为 (p− 1)p′ = p，有

|g|p
′
=

|f |p

‖f‖pp
, ‖g‖p′ = 1,

且 ∫
Rn

fg =
1

‖f‖p−1
p

∫
Rn

|f |p = ‖f‖p.

故 I(f) ≥ ‖f‖p.
若 p = 1，则 p′ = ∞. 令 g = sgn f，则 ‖g‖∞ = 1 且

∫
fg = ‖f‖1.

若 p = ∞，则 p′ = 1. 对任意 α < ‖f‖∞，集合 {|f | > α} 有正测度. 取其有限正测子集 E，令

g =
sgn f
|E|

χE ,

则 ‖g‖1 = 1 且
∫
fg > α. 令 α ↑ ‖f‖∞，得 I(f) ≥ ‖f‖∞.

这里写详细点就是：我们取 g = c · f(x)p−1，记 p′ = 1
1− 1

p

，i.e. 1
p + 1

p′ = 1，则

‖g‖p′ = c ·
(∫

Rn

|f(x)|
p−1
p ·(p−1)dx

) p−1
p

= c · ‖f(x)‖p−1
p = 1 ⇒ c =

1

‖f(x)‖p−1
p

.

此时在 ‖g‖p′ = 1 的情形下有

|
∫
Rn

f(x)g(x)dx| = |
∫
Rn

f(x) · c · f(x)p−1dx| = c · |
∫
Rn

f(x)pdx| = c · ‖f(x)‖pp = ‖f(x)‖p.

故 I(f) ≥ ‖f‖∞.

定义 1.2 (弱 Lp 空间). 设 0 < p <∞，Lp,∞(Rn) 是

Lp,∞(Rn) =
{
f : ‖f‖p,∞ = sup

α>0
α|{x ∈ Rn : |f(x)| > α}|1/p <∞

}
.

当 0 < p <∞，

‖f‖p,∞ ≤ ‖f‖p,

故 Lp(Rn) ⊂ Lp,∞(Rn). 利用 Chebyshev 不等式

αp|{x ∈ Rn : |f(x)| > α}| ≤
∫
{x:|f(x)|>α}

|f(x)|p dx.

我们记 Eα = {x : |f(x)| > α}，我们可知在 Eα 中有

|f(x)|p > αp.



1. 预备知识 3

故 ∫
Eα

|f(x)|pdx > αp

∫
Eα

dx.

i.e.

αp|{x ∈ Rn : |f(x)| > α}| ≤
∫
{x:|f(x)|>α}

|f(x)|p dx.

注. Lp(Rn) ⊂ Lp,∞(Rn) 是真包含关系. 例如，f(x) = |x|−n/p，则 f ∈ Lp,∞(Rn)，但是 f /∈
Lp(Rn).

记 Lp
loc(Rn)（0 < p <∞）为 Rn 的任何紧集上 p 次可积函数全体，即对于任意紧集 K ⊂ Rn，∫

K

|f(x)|p dx <∞.

称 Lp
loc(Rn) 中的函数 f 为 p 次局部可积函数. 若 f ∈ Lloc(Rn)，称 f 为 Rn 上的局部可积函数.
若 0 < p < q <∞，则

Lq(Rn) ⊂ Lq
loc(R

n) ⊂ Lp
loc(R

n).

这里是真包含关系. 例如，f(x) = 1
|x|n+αχ|x|≤1，α > 0，则当 p <

n

n+ α
，f ∈ Lp(Rn). 但∫

|x|≤1
|f(x)| dx = ∞. 故 f /∈ Lloc(Rn).

性质 1.1 (幂不等式). 设 x, y ≥ 0，则

(i) (x+ y)p ≤ xp + yp，0 ≤ p ≤ 1；

(ii) xp + yp ≤ 21−p(x+ y)p，0 ≤ p ≤ 1；

(iii) xp + yp ≤ (x+ y)p，1 ≤ p <∞；
(iv) (x+ y)p ≤ 2p−1(xp + yp)，1 ≤ p <∞.

(ii)(iv) 实际上是均值不等式：
(ii)

xp + yp

2
≤
(
x+ y

2

)p

.

(iv) (
x+ y

2

)p

≤ xp + yp

2
.

问题. 证明

‖f + g‖p ≤ 2
1−p
p
(
‖f‖p + ‖g‖p

)
, 0 < p < 1.

由上面的 (iv) 我们有：

||f(x)|+ |g(x)||p ≤ 2p−1 (|f(x)|p + |g(x)|p) ,

故

‖f + g‖p ≤ 2
p−1
p |
∫
Rn

|f(x)|p + |g(x)|pdx|
1
p

≤ 2
p−1
p

[
|
∫
Rn

|f(x)|pdx|
1
p + |

∫
Rn

|g(x)|pdx|
1
p

]
= 2

p−1
p (‖f‖p + ‖g‖p).
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定理 1.1 (单调递增收敛定理). 设 f 和 fk 都是 Rn 上的非负可测函数，k ≥ 1. 对几乎所有的
x，{fn(x)} 单增收敛于 f(x)，则

lim
k→∞

∫
Rn

fk(x) dx =

∫
Rn

f(x) dx.

引理 1.2 (Fatou 引理). 设 {fk} 是 Rn 上的非负可测函数，k ≥ 1，则∫
Rn

lim
k→∞

fk(x) dx ≤ lim
k→∞

∫
Rn

fk(x) dx.

定理 1.3 (控制收敛定理). 设 f 和 fk 都是 Rn 上的非负可测函数，k ≥ 1，且 fk(x) 几乎处处
收敛于 f，k → ∞. 若存在 g ∈ L1(Rn)，使得对每一个 k ≥ 1，|fk(x)| ≤ g(x)，a.e.，那么

lim
k→∞

∫
Rn

fk(x) dx =

∫
Rn

f(x) dx.

定理 1.4 (Fubini 定理). 设 f(x, y) 在 Rm × Rn 上可积，m,n ∈ N，则

(i) 对几乎所有的 x ∈ Rm，f(x, y) 作为 y ∈ Rn 上的函数在 Rn 上可积；

(ii) F (x) =
∫
Rn f(x, y) dy 在 x ∈ Rm 上可积；

(iii)
∫
Rm×Rn

f(x, y) dx dy =

∫
Rm

[∫
Rn

f(x, y) dy
]

dx.

定理 1.5 (Hölder 不等式). 设 1 ≤ p ≤ ∞，1

p
+

1

p′
= 1，若 f ∈ Lp(Rn)，g ∈ Lp′

(Rn)，则

fg ∈ L1(Rn)，且

‖fg‖1 ≤ ‖f‖p‖g‖p′ .

证明. 若 p = 1 或 p = ∞，结论显然.
下考虑 1 < p <∞ 情形. 曲线 y = x1/p 在点 (1, 1) 处的切线为

y =
1

p
x+

1

p′
.

切线位于曲线上方，故

x1/p ≤ 1

p
x+

1

p′
, x ≥ 0.

从而 (u
v

)1/p
≤ 1

p

u

v
+

1

p′
, u ≥ 0, v > 0.

则

u1/pv1/p
′
≤ 1

p
u+

1

p′
v, u, v ≥ 0.

即我们得到 二元 Hölder 不等式。令

u =
|f(x)|p

‖f‖pp
, v =

|g(x)|p′

‖g‖p′

p′

,

有

|f(x)g(x)|
‖f‖p‖g‖p′

≤ 1

p

|f(x)|p

‖f‖pp
+

1

p′
|g(x)|p′

‖g‖p′

p′

.
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两边对 x 积分，得
1

‖f‖p‖g‖p′

∫
Rn

|f(x)g(x)| dx ≤ 1

p
+

1

p′
= 1.

因此

‖fg‖1 =

∫
Rn

|f(x)g(x)| dx ≤ ‖f‖p‖g‖p′ .

定理 1.6 (Hölder 不等式推广形式). 设 0 < p, p1, . . . , pk ≤ ∞，k ≥ 2，

1

p
=

1

p1
+ · · ·+ 1

pk
,

若 fj ∈ Lpj (Rn)，则 f1 · · · fk ∈ Lp(Rn)，且

‖f1 · · · fk‖p ≤ ‖f1‖p1
· · · ‖fk‖pk

.

定理 1.7 (Minkowski 不等式). 设 1 ≤ p ≤ ∞，若 f, g ∈ Lp(Rn)，则

‖f + g‖p ≤ ‖f‖p + ‖g‖p.

证明. 若 p = 1 或 p = ∞，显然有

|f + g| ≤ |f |+ |g|, ‖f + g‖p ≤ ‖f‖p + ‖g‖p.

下考虑 1 < p <∞ 情形，

|f + g|p = |f + g| |f + g|p−1 ≤ |f + g|p−1|f |+ |f + g|p−1|g|.

由 Hölder 不等式 ∫
Rn

|f + g|p−1|f | dx ≤ ‖f‖p‖|f + g|p−1‖p′ = ‖f‖p‖f + g‖p/p
′

p ,∫
Rn

|f + g|p−1|g| dx ≤ ‖g‖p‖|f + g|p−1‖p′ = ‖g‖p‖f + g‖p/p
′

p .

从而 ∫
Rn

|f + g|p dx ≤
(
‖f‖p + ‖g‖p

)
‖f + g‖p/p

′

p .

由此推出

‖f + g‖p ≤ ‖f‖p + ‖g‖p.

定理 1.8 (Minkowski 积分不等式). 设 1 ≤ p <∞，f(x, y) 在 Rm×Rn 上可测，m,n ∈ N，则(∫
Rn

(∫
Rm

|f(x, y)| dx
)p

dy
)1/p

≤
∫
Rm

(∫
Rn

|f(x, y)|p dy
)1/p

dx.

证明. 若 p = 1，结论由 Fubini 定理可得. 若 1 < p <∞，∀g ∈ Lp′
(Rn)，‖g‖p′ = 1，由 Fubini 定理∣∣∣∣∫

Rn

(∫
Rm

|f(x, y)| dx
)
g(y) dy

∣∣∣∣ ≤ ∫
Rm

(∫
Rn

|f(x, y)||g(y)| dy
)

dx

≤
∫
Rm

(∫
Rn

|f(x, y)|p dy
)1/p

‖g‖p′ dx.
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最后一个不等式由 Hölder 不等式可得. 因此(∫
Rn

(∫
Rm

|f(x, y)| dx
)p

dy
)1/p

= sup
∥g∥p′=1

∣∣∣∣∫
Rn

(∫
Rm

|f(x, y)| dx
)
g(y) dy

∣∣∣∣
≤
∫
Rm

(∫
Rn

|f(x, y)|p dy
)1/p

‖g‖p′ dx

=

∫
Rm

(∫
Rn

|f(x, y)|p dy
)1/p

dx.

球坐标变换公式

设 f ∈ L(Rn)，则 ∫
Rn

f(x) dx =

∫
Sn−1

∫ ∞

0

f(rξ) rn−1 dr dσ(ξ),

其中 ∫
Sn−1

dσ(ξ) =
∫ 2π

0

∫ π

0

· · ·
∫ π

0

(sin θ1)n−2(sin θ2)n−3 · · · (sin θn−2)

dθ1 dθ2 . . . dθn−1.

作变量替换

x1 = r cos θ1,
x2 = r sin θ1 cos θ2,
x3 = r sin θ1 sin θ2 cos θ3,

...
xn−1 = r sin θ1 sin θ2 . . . sin θn−2 cos θn−1,

xn = r sin θ1 sin θ2 . . . sin θn−2 sin θn−1.

0 ≤ θj ≤ π，j = 1, 2, . . . , n− 2，0 ≤ θn−1 ≤ 2π.

dx = rn−1(sin θ1)n−2(sin θ2)n−3 · · · (sin θn−2) dr dθ1 dθ2 . . . dθn−1.

定义 1.3 (依测度收敛). 设 f, fn 是 Rn 上的可测函数，n ≥ 1. 若 ∀ε > 0，

lim
n→∞

|{x ∈ Rn : |fn(x)− f(x)| > ε}| = 0,

则称 fn 依测度收敛于 f，n→ ∞.

定理 1.9. 设 0 < p ≤ ∞，f, fn ∈ Lp,∞(Rn).

(1) 如果 f, fn ∈ Lp(Rn)，且 fn
Lp

−−→ f，那么 fn
Lp,∞

−−−→ f .

(2) 如果 fn
Lp,∞

−−−→ f，那么 fn 依测度收敛于 f .

证明. (1)由 Chebyshev 不等式，∀ε > 0

|{x ∈ Rn : |f(x)| > ε}| ≤ 1

εp

∫
Rn

|f(x)|p dx.

若
∫
Rn |fn(x)− f(x)|p dx→ 0，则

sup
ε>0

εp|{x ∈ Rn : |fn(x)− f(x)| > ε}| ≤
∫
Rn

|fn(x)− f(x)|p dx→ 0.
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故

sup
ε>0

ε|{x ∈ Rn : |fn(x)− f(x)| > ε}|1/p → 0.

即 fn
Lp,∞

−−−→ f .
(2) 若 fn

Lp,∞

−−−→ f，则

sup
ε>0

ε|{x ∈ Rn : |fn(x)− f(x)| > ε}|1/p → 0.

故 ∀ε > 0，

lim
n→∞

|{x ∈ Rn : |fn(x)− f(x)| > ε}| = 0.

例 1.1. 设 0 < p <∞，定义 [0, 1] 上的函数

fk,j = k1/pχ( j−1
k , jk ), k ≥ 1, 1 ≤ j ≤ k.

则

|{x ∈ [0, 1] : fk,j(x) > 0}| = 1

k
.

考虑函数列

{f1,1, f2,1, f2,2, f3,1, f3,2, f3,3, . . .}

易见 fk,j 依测度收敛于 0，k → ∞. 但是 ∀k ≥ 1

‖fk,j‖p,∞ = sup
α>0

α|{x ∈ [0, 1] : fk,j(x) > α}|1/p

≥
(
k − 1

k

)1/p
k1/p

→ 1.

如果 fn 依测度收敛于 f，不一定有 fn
Lp,∞

−−−→ f .

定理 1.10. 设 f, fn，n = 1, 2, . . .，是 Rn 上的可测函数. 如果 fn 依测度收敛于 f，n → ∞，
那么存在 fn 子列 fnk

，使得

fnk
→ f, a.e., k → ∞.

我们实际上只需证明 fnk
9 f 对应一个零测集即可.

证明. 因为 ∀ε > 0，

lim
n→∞

|{x ∈ Rn : |fn(x)− f(x)| > ε}| = 0,

取 n1 < n2 < · · · < nk < · · ·，使得 ∀k ≥ 1，

|{x ∈ Rn : |fnk
(x)− f(x)| > 2−k}| < 2−k.

令

Ak = {x ∈ Rn : |fnk
(x)− f(x)| > 2−k}.

则 ∀m ≥ 1

|
∞⋃

k=m

Ak| ≤
∞∑

k=m

|Ak| ≤
∞∑

k=m

2−k = 21−m.
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又因为 |
∞⋃
k=1

Ak| ≤ 1 <∞，且
{⋃∞

k=mAk

}∞
m=1

关于 m 单调递减. 故

|
∞⋂

m=1

∞⋃
k=m

Ak| = lim
m→∞

|
∞⋃

k=m

Ak| ≤ lim
m→∞

21−m = 0.

记 F =
⋂∞

m=1

⋃∞
k=mAk，F 为零测集，

∀x ∈ F c, fnk
(x) → f(x), k → ∞.

定义 1.4 (测度柯西列). 设 fn 是 Rn 上的可测函数，n ≥ 1. 若 ∀ε > 0，∃N，∀n,m > N，

|{x ∈ Rn : |fm(x)− fn(x)| > ε}| < ε,

则称 {fn} 为测度柯西列.

定理 1.11. 设 fn，n = 1, 2, . . .，是 Rn 上的可测函数. 如果 {fn} 是测度柯西列，那么 fn 有
几乎处处收敛的子列 fnk

.

证明. 取 n1 < n2 < · · · < nk < · · ·，使得 ∀k ≥ 1，

|{x ∈ Rn : |fnk
(x)− fnk+1

(x)| > 2−k}| < 2−k.

这里我们取 ε = 2−k.
令

Ak = {x ∈ Rn : |fnk
(x)− fnk+1

(x)| > 2−k}.

类似于定理 2 的证明，

|
∞⋂

m=1

∞⋃
k=m

Ak| = 0.

∀x /∈
⋂∞

m=1

⋃∞
k=mAk，则存在 m，使得 x ∈

⋂∞
k=mAc

k. 对于 ∀i ≥ j ≥ m，由 x ∈
⋂∞

k=mAc
k 可得

|fni(x)− fnj (x)| ≤
i−1∑
l=j

|fnl
(x)− fnl+1

(x)| ≤
i−1∑
l=j

2−l ≤ 21−j .

可见 ∀x /∈
⋂∞

m=1

⋃∞
k=mAk，{fni(x)}i 是 R 中的柯西列，则 limi→∞ fni(x) 存在. 故 fnk

几乎处处
收敛，k → ∞.

还可以论证 fnk
依测度收敛于 f，从而 fn 依测度收敛于 f .

∀ε > 0，对于充分大的 k 满足
1

2k−1
< ε，则有

{x ∈ Rn : |fnk
(x)− f(x)| > ε} ⊂

∞⋃
l=k

{x ∈ Rn : |fnl
(x)− fnl+1

(x)| > 2−l}.

这是因为 |fnk
− f | = |

∑∞
l=k(fnl

− fnl+1
)| 以及

∑∞
l=k 2

−l =
1

2k−1
< ε. 因此

|{x ∈ Rn : |fnk
(x)− f(x)| > ε}| ≤

∞∑
l=k

|{x ∈ Rn : |fnl
(x)− fnl+1

(x)| > 2−l}|

≤
∞∑
l=k

2−l =
1

2k−1
< ε.
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1.2 分布函数

定义 1.5 (分布函数). 设 f 为 Rn 上的可测函数，对于 α ≥ 0，称

df (α) = |{x ∈ Rn : |f(x)| > α}|

为 f 的分布函数.

问题. f = a1χE1 + a2χE2 + a3χE3，其中 E1, E2, E3 ⊂ Rn 为互不相交的可测集，且 a1 > a2 >

a3 > 0，求 f 的分布函数 df .

没啥好说的，分区间考虑即可，对

(−∞,−a1), (−a1,−a2), (−a2,−a3), (−a3, a3), (a3, a2), (a2, a1), (a1,∞)

分别进行考虑即可.

性质 1.2. 设 f 为 Rn 上的可测函数，其分布函数 df 在 [0,+∞) 上递减，且是右连续的.

证明. (1) 由定义，df 关于 [0,+∞) 单调递减.
(2) ∀{tn} ↓ 0，显然

{x ∈ Rn : |f(x)| > α0 + tn}

关于 n 是单调递增的集合序列. 因此

lim
n→∞

|{x ∈ Rn : |f(x)| > α0 + tn}| = | lim
n→∞

{x ∈ Rn : |f(x)| > α0 + tn}|

= |
∞⋃

n=1

{x ∈ Rn : |f(x)| > α0 + tn}|

= |{x ∈ Rn : |f(x)| > α0}|.

故 lim
α→α+

0

df (α) = df (α0).

这本质上是利用了海涅定理.

性质 1.3. (i) 若 |f(x)| ≤ |g(x)|，a.e.，x ∈ Rn，则 df (α) ≤ dg(α)，∀α ≥ 0.
(ii) dcf (α) = df

(
α
|c|
)
，∀α ≥ 0.

(iii) df+g(α+ β) ≤ df (α) + dg(β).
(iv) dfg(αβ) ≤ df (α) + dg(β).

证明. (iii) 因为

{x ∈ Rn : |f(x) + g(x)| > α+ β} ⊂ {x ∈ Rn : |f(x)| > α} ∪ {x ∈ Rn : |g(x)| > β},

所以

|{x ∈ Rn : |f(x) + g(x)| > α+ β}| ≤ |{x ∈ Rn : |f(x)| > α}|+ |{x ∈ Rn : |g(x)| > β}|,

即 df+g(α+ β) ≤ df (α) + dg(β).
(iv) 由

{x ∈ Rn : |f(x)g(x)| > αβ} ⊂ {x ∈ Rn : |f(x)| > α} ∪ {x ∈ Rn : |g(x)| > β},
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可得

|{x ∈ Rn : |f(x)g(x)| > αβ}| ≤ |{x ∈ Rn : |f(x)| > α}|+ |{x ∈ Rn : |g(x)| > β}|,

即 dfg(αβ) ≤ df (α) + dg(β).

问题. 利用性质 2 证明

‖f + g‖p,∞ ≤ Cp

(
‖f‖p,∞ + ‖g‖p,∞

)
, 0 < p <∞,

其中常数 Cp = max{2, 21/p}.

我们利用之前的性质：

xp + yp ≤ 21−p(x+ y)p�0 ≤ p ≤ 1; (x+ y)p ≤ 2p−1(xp + yp)�1 ≤ p <∞.

而

‖f + g‖p,∞ = sup
α>0

α|{x ∈ Rn : |f(x) + g(x)| > α}|1/p

性质 1.4. 若 0 ≤ f1 ≤ f2 ≤ · · ·，且 ∀x ∈ Rn，fk(x) → f(x)，k → ∞，那么

dfk(α) ↑ df (α), ∀α ≥ 0.

证明. 由 fk(x) ↑ f(x)，知 {x ∈ Rn : fk(x) > α} 关于 k 是单调递增的集合序列，且

{x ∈ Rn : f(x) > α} =
∞⋃
k=1

{x ∈ Rn : fk(x) > α}.

这里必须要求严格单调.
原因如下：一方面，∀k，

{x ∈ Rn : fk(x) > α} ⊂ {x ∈ Rn : f(x) > α}.

另一方面，∀x ∈ {x ∈ Rn : f(x) > α}，由 limk→∞ fk(x) = f(x)，知 ∃k，使得 fk(x) > α. 于是

{x ∈ Rn : f(x) > α} ⊂
∞⋃
k=1

{x ∈ Rn : fk(x) > α}.

故

{x ∈ Rn : f(x) > α} =
∞⋃
k=1

{x ∈ Rn : fk(x) > α}.

因此

lim
k→∞

dfk(α) = lim
k→∞

|{x ∈ Rn : fk(x) > α}|

= | lim
k→∞

{x ∈ Rn : fk(x) > α}|

= |
∞⋃
k=1

{x ∈ Rn : fk(x) > α}|

= |{x ∈ Rn : f(x) > α}| = df (α).

分布函数的单调有界收敛定理.
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性质 1.5. 若 |f(x)| ≤ limn→∞|fn(x)|，a.e.，则

df (α) ≤ lim
n→∞

dfn(α), ∀α ≥ 0.

证明. 若 |f(x)| ≤ limn→∞|fn(x)| = limm→∞ infn≥m|fn(x)|，则

{x ∈ Rn : |f(x)| > α} ⊂
∞⋃

m=1

∞⋂
n=m

{x ∈ Rn : |fn(x)| > α}

= lim
n→∞

{x ∈ Rn : |fn(x)| > α}.

由性质 (Fatou 引理) |limn→∞An| ≤ limn→∞|An|，得

df (α) = |{x ∈ Rn : |f(x)| > α}|
≤ | lim

n→∞
{x ∈ Rn : |fn(x)| > α}|

≤ lim
n→∞

|{x ∈ Rn : |fn(x)| > α}|

= lim
n→∞

dfn(α).

性质 1.6 (层饼公式). 设 f ∈ Lp(Rn)，0 < p <∞，则

‖f‖1 =

∫ ∞

0

df (α) dα, ‖f‖pp = p

∫ ∞

0

αp−1df (α) dα.

证明. 因为 ∀x ∈ Rn，

|f(x)| =
∫ |f(x)|

0

dα =

∫ ∞

0

χ(|f |>α)(x) dα.

利用 Fubini 定理，

‖f‖1 =

∫
Rn

|f(x)| dx =

∫
Rn

(∫ ∞

0

χ(|f |>α)(x) dα
)

dx

=

∫ ∞

0

(∫
Rn

χ(|f |>α)(x) dx
)

dα

=

∫ ∞

0

df (α) dα.

‖f‖pp =

∫
Rn

|f(x)|p dx =

∫
Rn

(∫ ∞

0

χ(|f |p>α)(x) dα
)

dx

=

∫
Rn

(∫ ∞

0

χ(|f |p>αp)(x) d(αp)

)
dx

=

∫
Rn

(∫ ∞

0

χ(|f |>α)(x) pα
p−1 dα

)
dx

= p

∫ ∞

0

αp−1

(∫
Rn

χ(|f |>α)(x) dx
)

dα

= p

∫ ∞

0

αp−1df (α) dα.
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定理 1.12 (范数插值定理 1). 设 0 < p0 < p < p1 ≤ ∞，1

p
=

1− θ

p0
+

θ

p1
，θ ∈ (0, 1)，则

‖f‖p ≤ ‖f‖1−θ
p0

‖f‖θp1
, ‖f‖p,∞ ≤ ‖f‖1−θ

p0,∞‖f‖θp1,∞.

这表明若 f ∈ Lp∩Lq，则 f ∈ Lr，∀p < r < q；若 f ∈ Lp,∞∩Lq,∞，则 f ∈ Lr,∞，∀p < r < q.

证明. (i) 因为

1

p
=

1− θ

p0
+

θ

p1
,

由 Hölder 不等式

‖f‖p = ‖f1−θfθ‖p ≤ ‖f1−θ‖ p0
1−θ

‖fθ‖ p1
θ
= ‖f‖1−θ

p0
‖f‖θp1

.

(ii) 由定义

sup
α>0

α|{x ∈ Rn : |f(x)| > α}|1/p

= sup
α>0

[
α1−θ|{x ∈ Rn : |f(x)| > α}|

1−θ
p0

]
·
[
αθ|{x ∈ Rn : |f(x)| > α}|

θ
p1

]
.

由于 supxy ≤ supx · sup y, x > 0, y > 0，故

sup
α>0

α|{x ∈ Rn : |f(x)| > α}|1/p

≤ sup
α>0

[
α1−θ|{x ∈ Rn : |f(x)| > α}|

1−θ
p0

]
· sup
α>0

[
αθ|{x ∈ Rn : |f(x)| > α}|

θ
p1

]
= ‖f‖1−θ

p0,∞‖f‖θp1,∞.

这表明

‖f‖p,∞ ≤ ‖f‖1−θ
p0,∞‖f‖θp1,∞.

定理 1.13 (范数插值定理 2). 设 0 < p < q ≤ ∞，f ∈ Lp,∞ ∩Lq,∞，则 f ∈ Lr，∀p < r < q 且

‖f‖r ≤

(
r

r − p
+

r

q − r

)1/r

‖f‖θp,∞‖f‖1−θ
q,∞,

其中 θ 满足
1

r
=
θ

p
+

1− θ

q
.

证明. (i) 若 q <∞，由弱范定义，f ∈ Lp,∞ ∩ Lq,∞，则

df (α) ≤ α−p‖f‖pp,∞, df (α) ≤ α−q‖f‖qq,∞.

这是由于

df (α) = |{x ∈ Rn : |f(x)| > α}|, ‖f‖p,∞ = sup
α>0

α|{x ∈ Rn : |f(x)| > α}|1/p.

故显然有

df (α) ≤ α−p‖f‖pp,∞.

记

B =
(
‖f‖−p

p,∞‖f‖qq,∞
)1/(q−p)

.
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由前面的层饼公式，

‖f‖rr = r

∫ +∞

0

αr−1df (α) dα

≤ r

∫ +∞

0

αr−1 min
{
α−p‖f‖pp,∞, α−q‖f‖qq,∞

}
dα

≤ r

∫ B

0

αr−1−p‖f‖pp,∞ dα+ r

∫ +∞

B

αr−1−q‖f‖qq,∞ dα

=
r

r − p
‖f‖pp,∞Br−p +

r

q − r
‖f‖qq,∞Br−q

=
r

r − p
‖f‖pp,∞

(
‖f‖−p

p,∞‖f‖qq,∞
)(r−p)/(q−p)

+
r

q − r
‖f‖qq,∞

(
‖f‖−p

p,∞‖f‖qq,∞
)(r−q)/(q−p)

.

合并得 (
r

r − p
+

r

q − r

)(
‖f‖pp,∞

) q−r
q−p
(
‖f‖qq,∞

) r−p
q−p .

(ii) 若 q = ∞，

‖f‖rr = r

∫ +∞

0

αr−1df (α) dα

≤ r

∫ ∥f∥∞

0

αr−1α−p‖f‖pp,∞ dα

= r‖f‖pp,∞
∫ ∥f∥∞

0

αr−1−p dα

=
r

r − p
‖f‖pp,∞‖f‖r−p

∞ .

1.3 卷积

定义 1.6 (卷积). 设 f 和 g是 Rn 上的可测函数，若对几乎所有的 x ∈ Rn，
∫
Rn f(x−y)g(y) dy

存在，则称

(f ∗ g)(x) =
∫
Rn

f(x− y)g(y) dy

为 f 与 g 的卷积.

卷积具有如下基本性质：

(i) 可交换性. f ∗ g = g ∗ f
(ii) 可结合性. (f ∗ g) ∗ h = f ∗ (g ∗ h)
(iii) 线性. (αf + βg) ∗ h = α(f ∗ h) + β(g ∗ h)，∀α, β ∈ C

(iv) 若 f, g ∈ L1，则 f ∗ g ∈ L1，且 ‖f ∗ g‖1 ≤ ‖f‖1‖g‖1.



14 1.3 卷积

证明. (iv)

‖f ∗ g‖1 =

∫
Rn

|
∫
Rn

f(x− y)g(y) dy| dx

≤
∫
Rn

∫
Rn

|f(x− y)||g(y)| dy dx

=

∫
Rn

|g(y)|

(∫
Rn

|f(x− y)| dx
)

dy

= ‖f‖1‖g‖1.

问题. 设 f = χ[0,1]，[0, 1] ⊂ R，求 f ∗ f .

(f ∗ f)(x) =
∫
R
f(x− y)f(y)dy =

∫
R
χ[0,1](x− y)χ[0,1](y)dy

而 χ[0,1](x− y)χ[0,1](y) = 1 当且仅当 χ[0,1](x− y) = 1 且 χ[0,1](y) = 1，即

0 ≤ x− y ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1 ⇒ x− 1 ≤ y ≤ x, 0 ≤ y ≤ 1

区间长度为 x, 0 ≤ x ≤ 1 即

(f ∗ f)(x) = x, 0 ≤ x ≤ 1

定理 1.14 (Young 不等式). 设 1 ≤ p, q, r ≤ ∞，1

p
+

1

q
=

1

r
+1. 若 f ∈ Lp(Rn)，g ∈ Lq(Rn)，

则 f ∗ g ∈ Lr(Rn)，且

‖f ∗ g‖r ≤ ‖f‖p‖g‖q.

特别地，当 p = q = r = 1，Young 不等式为 ‖f ∗ g‖1 ≤ ‖f‖1‖g‖1.

证明. (i) 若 q = ∞，则 r = ∞，p = 1. 显然

‖f ∗ g‖∞ ≤ ‖f‖1‖g‖∞.

(ii) 若 1 ≤ q <∞，由
1

p
+

1

q
=

1

r
+ 1，得

1

p′
+

1

q′
+

1

r
= 1.

这里
1

p
+

1

p′
= 1,

1

q
+

1

q′
= 1

|(f ∗ g)(x)| = |
∫
Rn

f(y)g(x− y) dy|

≤
∫
Rn

|f(y)||g(x− y)| dy

=

∫
Rn

|f(y)|p/q
′
(
|f(y)|p/r|g(x− y)|q/r

)
|g(x− y)|q/p

′
dy.
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利用 Hölder 不等式，（
1

p′
+

1

q′
+

1

r
= 1）

|(f ∗ g)(x)| ≤
∫
Rn

|f(y)|p/q
′
(
|f(y)|p/r|g(x− y)|q/r

)
|g(x− y)|q/p

′
dy

≤

(∫
Rn

|f(y)|p dy
)1/q′(∫

Rn

|f(y)|p|g(x− y)|q dy
)1/r(∫

Rn

|g(x− y)|q dy
)1/p′

= ‖f‖p/q
′

p ‖g‖q/p
′

q

(∫
Rn

|f(y)|p|g(x− y)|q dy
)1/r

.

因此

‖f ∗ g‖r ≤ ‖f‖p/q
′

p ‖g‖q/p
′

q

(∫
Rn

∫
Rn

|f(y)|p|g(x− y)|q dy dx
)1/r

= ‖f‖p/q
′

p ‖g‖q/p
′

q ‖f‖p/rp ‖g‖q/rq

= ‖f‖p‖g‖q.

定理 1.15 (弱型 Young 不等式). 设 1 ≤ p <∞，1 < q, r <∞，1
p
+
1

q
=

1

r
+1. 若 f ∈ Lp(Rn)，

g ∈ Lq,∞(Rn)，则 f ∗ g ∈ Lr,∞(Rn)，且

‖f ∗ g‖r,∞ ≤ Cp,q,r‖f‖p‖g‖q,∞.

感觉没看懂.

证明. 令 g1 = gχ|g|≤M，g2 = gχ|g|>M，M > 0 待定. 则 g = g1 + g2，f ∗ g = f ∗ g1 + f ∗ g2. 若
p′ <∞，

‖g1‖p
′

p′ = p′
∫ ∞

0

αp′−1dg1(α) dα = p′
∫ M

0

αp′−1
[
dg(α)− dg(M)

]
dα

≤ p′
∫ M

0

αp′−1α−q‖g‖qq,∞ dα− p′
∫ M

0

αp′−1dg(M) dα

=
p′

p′ − q
Mp′−q‖g‖qq,∞ −Mp′

dg(M).

故

‖g1‖p′ ≤

(
p′

p′ − q
Mp′−q‖g‖qq,∞

)1/p′

.

这里 1
p + 1

p′ = 1.
从而

|(f ∗ g1)(x)| ≤ ‖f‖p‖g1‖p′ ≤ ‖f‖p

(
p′

p′ − q
Mp′−q‖g‖qq,∞

)1/p′

.

若 p′ = ∞，

|(f ∗ g1)(x)| ≤ ‖f‖p‖g1‖p′ ≤M‖f‖p.
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同理，计算

‖g2‖1 =

∫ ∞

0

dg2(α) dα =

∫ M

0

dg(M) dα+

∫ ∞

M

dg(α) dα

≤M1−q‖g‖qq,∞ +

∫ ∞

M

α−q‖g‖qq,∞ dα

=M1−q‖g‖qq,∞ +
1

q − 1
M1−q‖g‖qq,∞

=
q

q − 1
M1−q‖g‖qq,∞.

从而

‖f ∗ g2‖p ≤ ‖f‖p‖g2‖1 ≤ ‖f‖p
q

q − 1
M1−q‖g‖qq,∞.

若 p′ <∞，∀α > 0，选取

M =
(
αp′

2−p′
qr−1‖f‖−p′

p ‖g‖−q
q,∞
)1/(p′−q)

.

则

|(f ∗ g1)(x)| ≤ ‖f‖p

(
p′

p′ − q
Mp′−q‖g‖qq,∞

)1/p′

=
α

2
.

故 df∗g1(
α
2 ) = 0. 若 p′ = ∞，选取 M =

α

2‖f‖p
. 则

|(f ∗ g1)(x)| ≤M‖f‖p =
α

2
.

故 df∗g1(
α
2 ) = 0. 因此 ∀α > 0，

df∗g(α) ≤ df∗g1

(α
2

)
+ df∗g2

(α
2

)
= df∗g2

(α
2

)
≤
( 2
α

)p
‖f ∗ g2‖pp

≤

(
2

α
‖f‖p

q

q − 1
M1−q‖g‖qq,∞

)p

= Cr
p,q,rα

−r‖f‖rp‖g‖rq,∞.

从而

‖f ∗ g‖r,∞ = sup
α>0

α
[
df∗g(α)

]1/r ≤ Cp,q,r‖f‖p‖g‖q,∞.

端点处反例.

♥ 若 q = 1，1 ≤ p = r ≤ ∞. 令 f(x) = χ[0,1](x)，g(x) =
1

|x|
. 则

(f ∗ g)(x) =
∫ 1

0

1

|x− y|
dy = +∞, ∀x ∈ [0, 1].

♥ 若 r = ∞，1 < q = p′ <∞. 令

f(x) =


1

|x|1/p log|x| , |x| ≥ 2,

0, 其他,
g(x) =

1

|x|1/q
,

则

(f ∗ g)(x) =
∫
|y|≥2

dy
|y|1/p log|y| |x− y|1/q

= +∞, ∀|x| < 1.

♥ 若 r = q = ∞，p = 1，则为 Young 不等式.
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卷积的连续性

记 supp(f) = {x ∈ Rn : f(x) 6= 0}，称 supp(f) 为 f 的支集. 若 supp(f) 包含于某个紧集，则
称 f 具有紧支集.

1. supp(f ∗ g) ⊂ supp(f) + supp(g).

证明. 若 x0 /∈ supp(f) + supp(g)，则

∀y ∈ supp(g), x0 − y /∈ supp(f).

从而有

(f ∗ g)(x0) =
∫
Rn

f(x0 − y)g(y) dy = 0.

故 x0 /∈ supp(f ∗ g).

引理 1.16. 设 f ∈ Lp(Rn)，1 ≤ p <∞，则

‖f(·+ h)− f(·)‖p → 0, |h| → 0.

证明. (1) 设 g ∈ Cc(Rn)（具有紧支集的连续函数全体），则 ∀x，

g(x+ h)− g(x) → 0, |h| → 0.

此外，

|g(x+ h)− g(x)|p ≤ 2p‖g‖p∞.

利用 Lebesgue 控制收敛定理，

‖g(·+ h)− g(·)‖pp =

∫
Rn

|g(x+ h)− g(x)|p dx→ 0, |h| → 0.

(2) 因为紧支集连续函数在 Lp 中稠密，则 ∀ε > 0，∀f ∈ Lp(Rn)，∃g ∈ Cc(Rn)，使得 ‖f−g‖p < ε.
从而当 |h| 足够小，

‖f(·+ h)− f(·)‖p ≤ ‖f(·+ h)− g(·+ h)‖p + ‖g(·+ h)− g(·)‖p + ‖g − f‖p
< 3ε.

跟证明 Cauchy 方程一样，利用连续稠密性拓展到全部.

2. 设 1 ≤ p ≤ ∞，f ∈ Lp(Rn)，g ∈ Lp′
(Rn)，则 f ∗ g 是 Rn 上的一致连续的有界函数.

证明. (1) 若 1 ≤ p <∞，∀x ∈ Rn，有

|(f ∗ g)(x+ h)− (f ∗ g)(x)| = |
∫
Rn

[
f(x+ h− y)g(y)− f(x− y)g(y)

]
dy|

= |
∫
Rn

[
f(x+ h− y)− f(x− y)

]
g(y) dy|

= |
∫
Rn

[
f(t+ h)− f(t)

]
g(x− t) dt| （变量替换）

≤ ‖f(·+ h)− f(·)‖p‖g‖p′ （Hölder 不等式）

→ 0, |h| → 0. （引理）

因此，f ∗ g 一致连续. 此外，由 Young 不等式

‖f ∗ g‖∞ ≤ ‖f‖p‖g‖p′ .

因此，f ∗ g 是一致连续的有界函数.
(2) 若 p = ∞，f 与 g 的位置相交换，故结论同样成立.
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卷积的光滑性

定义 1.7 (多重指标). α = (α1, . . . , αn) ∈ Zn
+ 为多重指标. |α| = α1 + · · ·+ αn 称为 α 的阶，

|α| 阶的微分算子 Dα 定义为

Dαf =
∂α1+···+αnf

∂xα1
1 · · · ∂xαn

n
.

设 m ∈ Z+，记

Cm(Rn) = {f : Dαf ∈ C(Rn), α ∈ Zn
+, |α| ≤ m},

Cm
c (Rn) = {f : f ∈ Cm(Rn) 且具有紧支集}.

简记 C0(Rn) = C(Rn)，C0
c (Rn) = Cc(Rn).

C∞(Rn) 表示无穷阶可微函数的全体，记

C∞
c (Rn) = {f : f ∈ C∞(Rn) 且具有紧支集}.

定理 1.17. 设 1 ≤ p ≤ ∞，f ∈ Lp(Rn)，g ∈ Cm
c (Rn)，则 f ∗ g ∈ Cm(Rn)，且

Dα(f ∗ g)(x) = (f ∗Dαg)(x), ∀|α| ≤ m.

证明. (i) 设 m = 0，f ∈ Lp(Rn)，g ∈ Cc(Rn)，下验证 f ∗ g ∈ C(Rn). 因为

g ∈ Cc(Rn) =⇒ g ∈ Lp′
(Rn).

运用卷积的连续性可得，f ∗ g ∈ C(Rn).
(ii) 设 m = 1，f ∈ Lp(Rn)，g ∈ C1

c (Rn)，下验证 f ∗ g ∈ C1(Rn). 记 h = (0, . . . , 0, hi, 0, . . . , 0)，
其中 hi 为第 i 个分量，|h| < 1. 从而

|(f ∗ g)(x+ h)− (f ∗ g)(x)
hi

−
(
f ∗ ∂g

∂xi

)
(x)|

= |
∫
Rn

f(y)
g(x+ h− y)− g(x− y)

hi
dy −

∫
Rn

f(y)
∂g

∂xi
(x− y) dy|

≤
∫
Rn

|f(x− y)||g(y + h)− g(y)

hi
− ∂g

∂xi
(y)| dy

−→ 0. （运用控制收敛定理）

所以
∂

∂xi
(f ∗ g) = f ∗ ∂g

∂xi
.

运用卷积的连续性
∂

∂xi
(f ∗ g) ∈ C(Rn). 故 f ∗ g ∈ C1(Rn). 对于 m ≥ 2，只要一步步重复上述证明

即可.

定理 1.18. (1) 设 1 ≤ p ≤ ∞，f ∈ Lp(Rn)，g ∈ C∞
c (Rn)，那么 f ∗ g ∈ C∞(Rn).

(2) 设 f ∈ L(Rn) 且 f 具有紧支集，g ∈ C∞
c (Rn)，那么 f ∗ g ∈ C∞

c (Rn).

证明. 结合卷积支集的性质

supp(f ∗ g) ⊂ supp(f) + supp(g),

利用卷积的光滑性可推出结论.

引理 1.19 (Urysohn 引理). 设 K ⊂ Rn 为紧集，U ⊂ Rn 为开集，且 K ⊂ U，则存在
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f ∈ C∞
c (Rn)，使得 ∀x ∈ Rn，0 ≤ f(x) ≤ 1，且

f(x) =

0, x ∈ U c,

1, x ∈ K.

证明. 记 dist(K,U c) = δ，即

δ = inf{|x− y| : x ∈ K, y ∈ U c}.

令 V =
⋃

y∈K{x : |x− y| < 1
3δ}，则 K ⊂ V，V ⊂ U . 任取一非负 φ ∈ C∞

c (Rn)，并满足∫
Rn

φ(x) dx = 1, supp(φ) = {x : |x| < 1
3δ}.

构造 f = φ ∗ χV ，则 f 即为所求. 验证如下.
由卷积支集的性质，f ∈ C∞

c (Rn)，

supp(f) ⊂ supp(χV ) + supp(φ) ⊂ U.

∀x ∈ K，

f(x) = (φ ∗ χV )(x) =

∫
Rn

φ(y)χV (x− y) dy =

∫
Rn

φ(y) dy = 1.

由 Young 不等式

‖f‖∞ = ‖φ ∗ χV ‖∞ ≤ ‖φ‖1‖χV ‖∞ = 1.

常用具有紧支集光滑辅助函数 φ，

φ(x) =

e
− 1

1−|x|2 , |x| < 1,

0, |x| ≥ 1,

则 φ ∈ C∞
c (Rn)，supp(φ) = B(0, 1).

1.4 恒等逼近核

定义 1.8 (恒等逼近核). 给定一族 {Kε}ε>0 为 Rn 上的函数族. 若 f ∈ Lp(Rn)，1 ≤ p ≤ ∞，
当 ε→ 0 时，在一定收敛意义下（依范数收敛或点态收敛），有

Kε ∗ f → f,

则称 Kε 为 Lp(Rn) 上的恒等逼近核或卷积单位. 称算子

Tε : f 7→ Kε ∗ f

为 Lp(Rn) 上的恒等逼近算子.

设 K(x) 是 Rn 上的可测函数，研究函数族

Kε(x) =
1

εn
K
(x
ε

)
, ε > 0.

例 1.2. 设 K(x) = χB(x)，其中 B 是 Rn 中的单位球. 则

Kε(x) =
1

εn
χ{|x|<ε}(x) =


1

εn
, |x| < ε,

0, |x| ≥ ε.
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Kε 的支集是半径为 ε 的球，当 ε 越小，Kε 的支集就越小，但 Kε 的峰值
1

εn
越大.

性质 1.7. 设 K ∈ L(Rn)，则 ∀ε > 0

(1)
∫
Rn

Kε(x) dx =

∫
Rn

K(x) dx.

(2) 对任意的 δ > 0，

lim
ε→0

∫
|x|>δ

|Kε(x)| dx = 0.

证明. (1) 运用变量替换 ∫
Rn

Kε(x) dx =

∫
Rn

1

εn
K
(x
ε

)
dx =

∫
Rn

K(u) du.

(2) 对任意的 δ > 0，∫
|x|>δ

|Kε(x)| dx =

∫
|x|>δ

1

εn
|K
(x
ε

)
| dx =

∫
|u|>δ/ε

|K(u)| du.

当 ε→ 0，运用 Lebesgue 控制收敛定理∫
|u|>δ/ε

|K(u)| du→ 0, ε→ 0.

定理 1.20. 设 K ∈ L(Rn) 且
∫
Rn K(x) dx = 1. 若 f ∈ Lp(Rn)，1 ≤ p <∞，则

Kε ∗ f
Lp

−−→ f, ε→ 0.

证明. 计算 (∫
Rn

|Kε ∗ f(x)− f(x)|p dx
)1/p

=

(∫
Rn

∣∣∣∣∫
Rn

1

εn
K
(y
ε

)
f(x− y) dy − f(x)

∣∣∣∣p dx
)1/p

=

(∫
Rn

∣∣∣∣∫
Rn

K(y)f(x− εy) dy − f(x)

∣∣∣∣p dx
)1/p

（变量替换）

=

(∫
Rn

∣∣∣∣∫
Rn

K(y)
[
f(x− εy)− f(x)

]
dy
∣∣∣∣p dx

)1/p

.
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利用 Minkowski 不等式 (∫
Rn

|Kε ∗ f(x)− f(x)|p dx
)1/p

=

(∫
Rn

∣∣∣∣∫
Rn

K(y)
[
f(x− εy)− f(x)

]
dy
∣∣∣∣p dx

)1/p

≤
∫
Rn

(∫
Rn

|K(y)
[
f(x− εy)− f(x)

]
|p dx

)1/p

dy

=

∫
Rn

|K(y)|

(∫
Rn

|f(x− εy)− f(x)|p dx
)1/p

dy

=

∫
Rn

|K(y)| ‖f(· − εy)− f(·)‖p dy.

因为 ∀y ∈ Rn，

‖f(· − εy)− f(·)‖p → 0, ε→ 0.

且

|K(y)| ‖f(· − εy)− f(·)‖p ≤ 2‖f‖p|K(y)| ∈ L1(Rn).

运用控制收敛定理 ∫
Rn

|K(y)| ‖f(· − εy)− f(·)‖p dy → 0, ε→ 0.

因此

‖Kε ∗ f − f‖p → 0, ε→ 0.

定理 1.21. 设 K ∈ L(Rn) 且
∫
Rn K(x) dx = 1. 若 f ∈ L∞(Rn)，则在 f 的连续点 x 处，有

lim
ε→0

(Kε ∗ f)(x) = f(x).

证明. 设 x 是 f 的连续点，则

|(Kε ∗ f)(x)− f(x)| =
∣∣∣∣∫

Rn

1

εn
K
(y
ε

)
f(x− y) dy − f(x)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫
Rn

K(u)f(x− εu) du− f(x)

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣∫

Rn

K(u)
[
f(x− εu)− f(x)

]
du
∣∣∣∣

≤
∫
Rn

|K(u)||f(x− εu)− f(x)| du.

因为 f 在 x 点处连续，则对任意的 u，

|f(x− εu)− f(x)| → 0, ε→ 0.

且

|K(u)||f(x− εu)− f(x)| ≤ 2‖f‖∞|K(u)| ∈ L1(Rn).

运用 Lebesgue 控制收敛定理∫
Rn

|K(u)||f(x− εu)− f(x)| du→ 0, ε→ 0.
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因此

lim
ε→0

(Kε ∗ f)(x) = f(x).

定理 1.22. 设 K ∈ L(Rn) 且
∫
Rn K(x) dx = 1. 若 f 有界且一致连续（或 f ∈ C0(Rn)），则

sup
x∈Rn

|(Kε ∗ f)(x)− f(x)| −→ 0, ε→ 0.

证明. 计算

|Kε ∗ f(x)− f(x)| =
∣∣∣∣∫

Rn

1

εn
K
(y
ε

)
f(x− y) dy − f(x)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫
Rn

K(y)f(x− εy) dy − f(x)

∣∣∣∣ （变量替换）

=

∣∣∣∣∫
Rn

K(y)
[
f(x− εy)− f(x)

]
dy
∣∣∣∣

≤
∫
Rn

|K(y)||f(x− εy)− f(x)| dy.

从而

sup
x∈Rn

|Kε ∗ f(x)− f(x)| ≤ sup
x∈Rn

∫
Rn

|K(y)||f(x− εy)− f(x)| dy

≤
∫
Rn

|K(y)|w(f ; ε|y|) dy.

因为 f 一致连续，所以 ∀y ∈ Rn，w(f ; ε|y|) → 0，ε→ 0. 且

|K(y)|w(f ; ε|y|) ≤ 2‖f‖∞|K(y)| ∈ L1(Rn).

运用控制收敛定理 ∫
Rn

|K(y)|w(f ; εy) dy → 0, ε→ 0.

因此

sup
x∈Rn

|(Kε ∗ f)(x)− f(x)| −→ 0, ε→ 0.

定理 1.23. 设 1 ≤ p <∞，则 C∞
c (Rn) 在 Lp(Rn) 中稠密.

证明. ∀f ∈ Lp(Rn)，存在具有紧支集的函数 g，使得

‖f − g‖p < δ.

任取一非负函数 φ ∈ C∞
c (Rn)，且满足

∫
Rn φ(x) dx = 1. 由卷积性质，φε ∗ g ∈ C∞

c (Rn)，且

‖φε ∗ g − g‖p → 0, ε→ 0.

因此

‖φε ∗ g − f‖p ≤ ‖φε ∗ g − g‖p + ‖g − f‖p < 2δ.
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常用的恒等逼近核

例 1.3 (Fejer 核). 令

F (x) =
1

π

(sinx
x

)2
, x ∈ R.

则 F ∈ L(R)，且 ∫
R
F (x) dx =

1

π

∫ +∞

−∞

(sinx
x

)2
dx =

2

π

∫ +∞

0

(sinx
x

)2
dx

=
2

π

[
−sin2 x

x

∣∣∣+∞

0
+

∫ +∞

0

2 sinx cosx
x

dx
]

=
2

π

∫ +∞

0

sin t
t

dt = 1.

例 1.4 (Poisson 核). 令

P (x) =
1

π

1

1 + x2
, x ∈ R.

则 P ∈ L(R)，且 ∫
R
P (x) dx =

1

π

∫ +∞

−∞

1

1 + x2
dx =

1

π
arctanx

∣∣∣+∞

−∞
= 1.

此外，

Pε(x) =
1

ε
P
(x
ε

)
=

1

π

ε

ε2 + x2
.

用 y 代替 ε，可得 Poisson 核 Py(x). 设 f ∈ Lp(Rn)，1 ≤ p ≤ ∞，则定义 f 的 Poisson 积分为

u(x, y) = (f ∗ Py)(x) =
1

π

∫ +∞

−∞
f(t)

y

y2 + (x− t)2
dt.

函数 u(x, y) 定义在上半平面

R2
+ = {(x, y) : x ∈ R, y > 0}.

若 z = x+ iy，函数
(
− 1

z

)
在上半平面 R2

+ 上解析，因此它的虚部
y

y2 + x2
是上半平面 R2

+ 上的调

和函数. 故 Py(x) 满足 Laplace 方程：(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
Py(x) = 0 (y > 0).

从而由卷积的光滑性，可得(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
u(x, y) =

∫ +∞

−∞
f(t)

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
Py(x− t) dt = 0.

这说明 u(x, y) 是上半平面的调和函数.

例 1.5 (Gauss–Weierstrass 核). 令

K(x) =
√
π e−π2x2

, x ∈ R.

则 K ∈ L(R)，且∫
R
K(x) dx =

√
π

∫ +∞

−∞
e−π2x2

dx =
1√
π

∫ +∞

−∞
e−y2

dy = 1.
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此外，

Kε(x) =
1

ε
K
(x
ε

)
=

√
π

ε
e−π2x2/ε2 .

取 ε = 2π
√
t（t > 0）可得 Gauss–Weierstrass 核 w(x, t)，

w(x, t) = (4πt)−1/2e−
x2

4t .

可以验证 w(x, t) 满足热传导方程

∂2w

∂x2
=
∂w

∂t
.

设 f ∈ Lp(Rn)，1 ≤ p ≤ ∞，定义 f 的 Gauss–Weierstrass 积分为

G(x, t) = (f ∗ w(·, t))(x) =
∫ +∞

−∞
f(y)w(x− y, t) dy.

从而由卷积的光滑性，可得 f 的 Gauss–Weierstrass 积分满足

∂2G

∂x2
=
∂G

∂t
.

1.5 插值定理

定义 1.9 ((p, q) 型). 算子 T : Lp(Rn) → Lq(Rn)，0 < p, q ≤ ∞，如果存在常数 C > 0，使得

‖Tf‖q ≤ C‖f‖p, ∀f ∈ Lp(Rn),

则称 T 是 (p, q) 型，或算子 T : Lp(Rn) → Lq(Rn) 有界；当 p = q 时，简称 T 是 Lp 有界.
最小常数 C 称为 T 的算子范数，记作 ‖T‖(p,q).

定义 1.10 (弱 (p, q) 型). 算子 T : Lp(Rn) → F（Rn 上可测函数全体），0 < p ≤ ∞，
0 < q <∞，如果存在常数 C > 0，使得

‖Tf‖q,∞ ≤ C‖f‖p, ∀f ∈ Lp(Rn),

则称 T 是 弱 (p, q) 型，或算子 T : Lp(Rn) → Lq,∞(Rn) 有界；当 p = q 时，简称 T 是 Lp

弱有界. 最小常数 C 称为 T 的算子范数，记作 ‖T‖w(p,q).

注. T 是 (p, q) 型 =⇒ T 是弱 (p, q) 型.

证明. 因为

‖Tf‖q,∞ ≤ ‖Tf‖q ≤ C‖f‖p.

定义 1.11 (线性、次线性、拟线性). (1) 若算子 T 满足

T (f + g) = Tf + Tg, T (λf) = λTf, ∀λ ∈ C,

则称 T 为线性算子.
(2) 若算子 T 满足

|T (f + g)| ≤ |Tf |+ |Tg|, |T (λf)| = |λ||Tf |, ∀λ ∈ C,

则称 T 为次线性算子.
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(3) 若算子 T 满足

|T (f + g)| ≤ C
(
|Tf |+ |Tg|

)
, |T (λf)| = |λ||Tf |, ∀λ ∈ C,

则称 T 为拟线性算子.

定理 1.24 (Marcinkiewicz 插值定理). 设 T 是次线性算子，0 < p0 < p1 ≤ ∞. 若 T 既是弱
(p0, p0) 型，又是弱 (p1, p1) 型，即

‖Tf‖p0,∞ ≤ A0‖f‖p0 , ∀f ∈ Lp0(Rn);

‖Tf‖p1,∞ ≤ A1‖f‖p1 , ∀f ∈ Lp1(Rn).

则对任意的 p0 < p < p1，T 是 (p, p) 型的，且

‖Tf‖p ≤ A‖f‖p, A = 2

(
p

p− p0
+

p

p1 − p

)1/p

Aθ
0A

1−θ
1 ,

其中 θ 满足
1

p
=

θ

p0
+

1− θ

p1
.

证明. (i) 若 p1 <∞，因为 Lp ⊂ Lp0 + Lp1，对于任意的 f ∈ Lp(Rn)，∀α > 0，记

fα0 (x) =

f(x), |f(x)| > δα,

0, |f(x)| ≤ δα,
fα1 (x) = f(x)− fα0 (x) =

f(x), |f(x)| ≤ δα,

0, |f(x)| > δα,

其中 δ > 0 待定. 易验证 f = fα0 + fα1 ，fα0 ∈ Lp0(Rn)，fα1 ∈ Lp1(Rn)：

‖fα0 ‖p0
p0

=

∫
{|f |>δα}

|f(x)|p0 dx =

∫
{|f |>δα}

|f(x)|p|f(x)|p0−p dx ≤ (δα)p0−p‖f‖pp

以及

‖fα1 ‖p1
p1

=

∫
{|f |≤δα}

|f(x)|p1 dx =

∫
{|f |≤δα}

|f(x)|p|f(x)|p1−p dx ≤ (δα)p1−p‖f‖pp.

由 T 的次线性，|Tf | ≤ |Tfα0 |+ |Tfα1 |，得

dTf (α) ≤ dTfα
0

(α
2

)
+ dTfα

1

(α
2

)
.

又因为 T 既是弱 (p0, p0) 型，又是弱 (p1, p1) 型，则

dTfα
0

(α
2

)
≤
( 2
α

)p0

‖Tfα0 ‖p0
p0,∞ ≤

( 2
α

)p0

Ap0

0 ‖fα0 ‖p0
p0

=
( 2
α

)p0

Ap0

0

∫
{|f |>δα}

|f(x)|p0 dx,

dTfα
1

(α
2

)
≤
( 2
α

)p1

‖Tfα1 ‖p1
p1,∞ ≤

( 2
α

)p1

Ap1

1 ‖fα1 ‖p1
p1

=
( 2
α

)p1

Ap1

1

∫
{|f |≤δα}

|f(x)|p1 dx.

故

‖Tf‖pp = p

∫ ∞

0

αp−1dTf (α) dα

≤ p

∫ ∞

0

αp−1

(
dTfα

0

(α
2

)
+ dTfα

1

(α
2

))
dα

≤ p

∫ ∞

0

αp−1α−p0(2A0)
p0

(∫
{|f |>δα}

|f(x)|p0 dx
)

dα

+ p

∫ ∞

0

αp−1α−p1(2A1)
p1

(∫
{|f |≤δα}

|f(x)|p1 dx
)

dα.
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应用 Fubini 定理，交换积分顺序

‖Tf‖pp ≤ p

∫ ∞

0

αp−1α−p0(2A0)
p0

(∫
{|f |>δα}

|f(x)|p0 dx
)

dα

+ p

∫ ∞

0

αp−1α−p1(2A1)
p1

(∫
{|f |≤δα}

|f(x)|p1 dx
)

dα

= p(2A0)
p0

∫
Rn

|f(x)|p0

(∫ |f(x)|/δ

0

αp−1−p0 dα
)

dx

+ p(2A1)
p1

∫
Rn

|f(x)|p1

(∫ +∞

|f(x)|/δ
αp−1−p1 dα

)
dx

=

[
p

p− p0
(2A0)

p0δp0−p +
p

p1 − p
(2A1)

p1δp1−p

]
‖f‖pp.

选取 δ > 0 使得

(2A0)
p0δp0−p = (2A1)

p1δp1−p,

则 δ =
[
(2A0)

p0(2A1)
−p1
]1/(p1−p0). 从而

‖Tf‖pp ≤

[
p

p− p0
(2A0)

p0δp0−p +
p

p1 − p
(2A1)

p1δp1−p

]
‖f‖pp

≤ 2p

(
p

p− p0
+

p

p1 − p

)
Aθp

0 A
(1−θ)p
1 ‖f‖pp.

(ii) 若 p1 = ∞，对于任意的 f ∈ Lp(Rn)，∀α > 0，记

fα0 (x) =

f(x), |f(x)| > γα,

0, |f(x)| ≤ γα,
fα1 (x) = f(x)− fα0 (x) =

f(x), |f(x)| ≤ γα,

0, |f(x)| > γα,

其中 γ > 0 待定. 同样，易可验证 f = fα0 + fα1 ，fα0 ∈ Lp0(Rn)，fα1 ∈ L∞(Rn). 则

dTf (α) ≤ dTfα
0

(α
2

)
+ dTfα

1

(α
2

)
.

由算子 T 的弱 (p0, p0) 型，

dTfα
0

(α
2

)
≤
( 2
α

)p0

‖Tfα0 ‖p0
p0,∞ ≤

( 2
α

)p0

Ap0

0 ‖fα0 ‖p0
p0

=
( 2
α

)p0

Ap0

0

∫
{|f |>γα}

|f(x)|p0 dx.

令 γ = (2A1)
−1，因为算子 T 是 (∞,∞) 型，则

‖Tfα1 ‖∞ ≤ A1‖fα1 ‖∞ ≤ A1γα =
α

2
.

故

dTfα
1

(α
2

)
= 0.

因此

‖Tf‖pp = p

∫ ∞

0

αp−1dTf (α) dα

≤ p

∫ ∞

0

αp−1

(
dTfα

0

(α
2

)
+ dTfα

1

(α
2

))
dα

≤ p

∫ ∞

0

αp−1α−p0(2A0)
p0

(∫
{|f |>α/(2A1)}

|f(x)|p0 dx
)

dα
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换序
= p(2A0)

p0

∫
Rn

|f(x)|p0

(∫ 2A1|f(x)|

0

αp−1−p0 dα
)

dx

=
p

p− p0
2pAp0

0 A
p−p0

1 ‖f‖pp.

定理 1.25 (Riesz–Thörin 插值定理). 设 T 是线性算子，1 ≤ p0, p1, q0, q1 ≤ ∞. 若 T 既是
(p0, q0) 型，又是 (p1, q1) 型，即

‖Tf‖q0 ≤M0‖f‖p0
, ∀f ∈ Lp0(Rn);

‖Tf‖q1 ≤M1‖f‖p1 , ∀f ∈ Lp1(Rn).

那么对任意的 θ ∈ (0, 1)，

1

p
=

1− θ

p0
+

θ

p1
,

1

q
=

1− θ

q0
+

θ

q1
,

T 也是 (p, q) 型的，且

‖Tf‖q ≤M1−θ
0 Mθ

1 ‖f‖p.

定理 1.26 (三线定理). 设复值函数 F 在复平面的闭子集

S = {z = x+ iy ∈ C : 0 ≤ x ≤ 1, y ∈ R}

上连续且有界，而且在 S 的内部解析. 若 F 在 S 的边界上满足

|F (iy)| ≤ K0, |F (1 + iy)| ≤ K1, ∀y ∈ R,

其中 0 < K0,K1 <∞. 则 F 在 S 的内部满足

|F (x+ iy)| ≤ K1−x
0 Kx

1 , ∀x ∈ (0, 1), ∀y ∈ R.

证明. 记

G(z) =
F (z)

K1−z
0 Kz

1

.

则只需证若 G 在 S 上连续有界，且在 S 的内部解析，又满足

|G(iy)| ≤ 1, |G(1 + iy)| ≤ 1, ∀y ∈ R,

则 F 在 S 的内部满足

|G(x+ iy)| ≤ 1, ∀x ∈ (0, 1), ∀y ∈ R.

(i) 若 G(z) 满足

lim
|y|→∞

max
0≤x≤1

|G(x+ iy)| = 0,

则存在 y0 > 0，使得

|G(x+ iy)| ≤ 1, ∀x ∈ [0, 1], ∀|y| ≥ y0.

记 Q 为以 iy0，1 + iy0，1− iy0，−iy0 为顶点的矩形. 则

|G(z)| ≤ 1, z ∈ ∂Q; |G(z)| ≤ 1, z ∈ S \Q.

由解析函数最大模原理，|G(z)| ≤ 1，z ∈ Q. 故 |G(z)| ≤ 1，z ∈ S.
(ii) 对于一般的函数 G(z)，令

Gm(z) = G(z) e(z
2−1)/m, m ∈ N.
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设 |G(z)| ≤M，∀x ∈ S. 则

max
0≤x≤1

|Gm(z)| ≤Me−y2/m → 0, |y| → ∞.

对 Gm 运用结论 (i)，有

|Gm(z)| ≤ 1, z ∈ S.

再令 m→ ∞，有

|G(z)| ≤ 1, z ∈ S.

Riesz–Thörin 插值定理的证明. 令

αj =
1

pj
, βj =

1

qj
, j = 0, 1, α =

1

p
, β =

1

q
,

α(z) = (1− z)α0 + zα1, β(z) = (1− z)β0 + zβ1.

则 α(j) = αj，β(j) = βj，j = 0, 1，α(θ) = α，β(θ) = β. 设 f, g 是简单函数，定义

fz(u) = ei arg f |f(u)|α(z)/α, gz(u) = ei arg g|g(u)|(1−β(z))/(1−β).

F (z) =

∫
Rn

Tfz(u) gz(u) du.

则 fθ(u) = f(u)，gθ(u) = g(u). 易见 F (z) 是闭区域 S 上的有界解析函数. 由

α(iy) = α0 + iy(α1 − α0), 1− β(iy) = (1− β0)− iy(β1 − β0),

可得

|fiy(u)|p0 = |ei arg f |f(u)|α(iy)/α|p0 = ||f(u)|iy(α1−α0)/α|f(u)|α0/α|p0 = |f(u)|p,

|giy(u)|q
′
0 = |ei arg g|g(u)|(1−β(iy))/(1−β)|q

′
0 = ||g(u)|−iy(β1−β0)/(1−β)|g(u)|(1−β0)/(1−β)|q

′
0 = |g(u)|q

′
.

从而对于任意 ‖f‖p = 1，‖g‖q′ = 1，有

|F (iy)| = |
∫
Rn

Tfiy(u) giy(u) du| ≤ ‖Tfiy‖q0‖giy‖q′0

≤M0‖fiy‖p0‖giy‖q′0 =M0‖f‖p/p0
p ‖g‖q

′/q′0
q′ ≤M0.

同理可得 |F (1 + iy)| ≤M1. 运用三线定理，

|F (θ)| ≤M1−θ
0 Mθ

1 .

由定义 F (z) =
∫
Rn Tfz(u) gz(u) du，可见

|F (θ)| = |
∫
Rn

Tf(u) g(u) du| ≤M1−θ
0 Mθ

1 , ∀‖f‖p = 1, ‖g‖q′ = 1.

由简单函数过渡到一般的函数. 对于任意函数 f ∈ Lp，记

f0 = fχ{x:|f(x)|>1}, f1 = fχ{x:|f(x)|≤1}.

则

f = f0 + f1, f0 ∈ Lp0 ∩ Lp, f1 ∈ Lp1 ∩ Lp.

存在简单函数列 {gm}，{hm}

‖gm − f0‖p → 0, ‖hm − f1‖p → 0, m→ ∞.
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令 g̃m = gmχ{x:|f(x)|>1}，h̃m = hmχ{x:|f(x)|≤1}，则

‖g̃m − f0‖p0 ≤ |{|f | > 1}|1/p0−1/p‖gm − f0‖p,
‖h̃m − f1‖p1 ≲ ‖hm − f1‖p/p1

p .

因为 T 既是 (p0, q0) 型，又是 (p1, q1) 型，则

‖T (g̃m − f0)‖q0 ≤M0‖g̃m − f0‖p0 ≲ ‖gm − f0‖p → 0;

‖T (h̃m − f1)‖q1 ≤M1‖h̃m − f1‖p1 ≲ ‖hm − f1‖p/p1
p → 0.

于是，{g̃m}，{h̃m} 存在子列，方便起见仍记为 {g̃m}，{h̃m}，使得

T g̃m(x) → Tf0(x), a.e. T h̃m(x) → Tf1(x), a.e.

记 fm = g̃m + h̃m 为简单函数列，由 T 的线性性质，当 m→ ∞

Tfm(x) = T g̃m(x) + T h̃m(x) −→ Tf0(x) + Tf1(x) = Tf(x), a.e.

同时，

‖fm − f‖p ≤ ‖g̃m − f0‖p + ‖h̃m − f1‖p ≤ ‖gm − f0‖p + ‖hm − f1‖p → 0, m→ ∞.

从而

‖fm‖p → ‖f‖p, m→ ∞.

因此，运用 Fatou 引理

‖Tf‖q ≤ lim inf
m→∞

‖Tfm‖q ≤ lim inf
m→∞

M‖fm‖p =M‖f‖p.

定理 1.27 (Young 不等式). 设 1 ≤ p, q, r ≤ ∞，1

p
+

1

q
=

1

r
+1. 若 f ∈ Lp(Rn)，g ∈ Lq(Rn)，

则 f ∗ g ∈ Lr(Rn)，且

‖f ∗ g‖r ≤ ‖f‖p‖g‖q.

证明. 设 f ∈ Lp(Rn)，定义算子 T : g 7→ f ∗ g，下证 T 是 (1, p) 型的，也是 (p′,∞) 型的. 一方面，

‖Tg‖p = ‖f ∗ g‖p ≤

(∫
Rn

(∫
Rn

|f(x− y)||g(y)| dy
)p

dx
)1/p

≤
∫
Rn

|g(y)|

(∫
Rn

|f(x− y)|p dx
)1/p

dy = ‖f‖p‖g‖1.

另一方面，由 Hölder 不等式，∀x ∈ Rn

|f ∗ g(x)| ≤
∫
Rn

|f(x− y)g(y)| dy ≤ ‖f‖p‖g‖p′ .

故

‖Tg‖∞ = ‖f ∗ g‖∞ ≤ ‖f‖p‖g‖p′ .

运用 Riesz–Thörin 插值定理，T 是 (q, r) 型算子，其中

1

q
=
θ

1
+

1− θ

p′
,

1

r
=
θ

p
+

1− θ

∞
, θ =

p

r
∈ (0, 1).

‖f ∗ g‖r = ‖Tg‖r ≤ ‖f‖p‖g‖q.

若 p = r，则 q = 1，上述已证.



30 1.5 插值定理

定理 1.28 (Marcinkiewicz 限制型插值定理). 设 0 < p0 6= p1 ≤ ∞，0 < q0 6= q1 ≤ ∞. 如果 T

是 Lp0 + Lp1 上的拟线性算子，满足 ∀A ⊂ Rn，|A| <∞，有

‖TχA‖q0,∞ ≤M0|A|1/p0 , ‖TχA‖q1,∞ ≤M1|A|1/p1 .

那么对任意的 θ ∈ (0, 1)，

1

p
=

1− θ

p0
+

θ

p1
,

1

q
=

1− θ

q0
+

θ

q1
, 且p ≤ q,

存在常数 M，使得

‖Tf‖q ≤M‖f‖p, ∀f ∈ Lp(Rn).

定理 1.29 (弱型 Young 不等式的推广). 设 1 < p, q, r < ∞，满足 1

r
+ 1 =

1

p
+

1

q
. 如果

f ∈ Lp(Rn)，g ∈ Lq,∞(Rn)，那么 f ∗ g ∈ Lr(Rn)，且

‖f ∗ g‖r ≤ Cp,q,r‖f‖p‖g‖q,∞.

证明. 设 g ∈ Lq,∞(Rn)，定义算子 T : f 7→ f ∗ g. 对于任意的 1 < p, r < ∞，任取 p0, p1, r0, r1 满
足 p0 < p < p1，r0 < r < r1，

1

r0
+ 1 =

1

p0
+

1

q
,

1

r1
+ 1 =

1

p1
+

1

q
,

1

p
=

θ

p0
+

1− θ

p1
,

1

r
=

θ

r0
+

1− θ

r1
, θ ∈ (0, 1).

由弱型 Young 不等式，

‖Tf‖r0,∞ = ‖f ∗ g‖r0,∞ ≤ C1‖f‖p0‖g‖q,∞,
‖Tf‖r1,∞ = ‖f ∗ g‖r1,∞ ≤ C2‖f‖p1‖g‖q,∞.

也就是说 T 是弱 (p0, r0) 型，也是弱 (p1, r1) 型. 因为 r ≥ p，运用 Marcinkiewicz 限制型插值定理，

‖Tf‖r = ‖f ∗ g‖r ≤ C‖f‖p‖g‖q,∞.



2 Hardy–Littlewood 极大函数
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2.2 Lebesgue 微分定理 . . . . . 38

2.3 恒等逼近算子的点态收敛 . . 41

2.4 Riesz 位势 . . . . . . . . . . 46

本章讨论中心与非中心 Hardy–Littlewood 极大函数、Vitali 覆盖、弱 (1, 1) 与强 (p, p) 有界性、
Lebesgue 微分定理、恒等逼近算子的点态收敛，以及 Riesz 位势与 HLS 不等式。

2.1 Hardy–Littlewood 极大函数

定义 2.1 (中心 Hardy–Littlewood 极大函数). 设 f ∈ Lloc(Rn)，f 的中心 Hardy–Littlewood
极大函数 Mf 为

Mf(x) = sup
r>0

1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

|f(y)| dy, ∀x ∈ Rn.

注. (1) Mf =M |f | ≥ 0.
(2) M 是次线性算子，即

M(f + g)(x) ≤Mf(x) +Mg(x), M(αf)(x) = |α|Mf(x).

(3) M 是 (∞,∞) 型算子，即 ‖Mf‖∞ ≤ ‖f‖∞.
(4) Mf(x) ≥ |f(x)|，a.e.

31
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(5) 记 φ(t) =
1

vn
χB(0,1)(t)，则

Mf(x) = sup
r>0

(
φr ∗ |f |

)
(x), φr(t) =

1

rn
φ
( t
r

)
.

(6) 若存在 x0 ∈ Rn，使得 Mf(x0) = 0，则 f = 0，a.e.
(7) 设 f ∈ Lloc(Rn)，Mf ∈ L1(Rn)，则 f = 0，a.e.

证明 (3). 由定义知 ∀x ∈ Rn，

Mf(x) = sup
r>0

1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

|f(t)| dt ≤ ‖f‖∞.

故 ‖Mf‖∞ ≤ ‖f‖∞.

证明 (6). 因为 Mf(x0) = 0，由定义

sup
r>0

1

|B(x0, r)|

∫
B(x0,r)

|f(y)| dy = 0.

若 f 6= 0，a.e.，那么存在 r，使得

1

|B(x0, r)|

∫
B(x0,r)

|f(y)| dy > 0,

矛盾.

证明 (7). 记 fR(x) = f(x)χ|x|≤R，R > 0. 因为 ∀x ∈ Rn，B(0, R) ⊂ B(x, |x|+R)，所以

Mf(x) ≥MfR(x) ≥
1

|B(x, |x|+R)|

∫
B(x,|x|+R)

|fR(y)| dy

≥ 1

vn(|x|+R)n

∫
B(0,R)

|fR(y)| dy =
‖fR‖1

vn(|x|+R)n
.

又因为 Mf ∈ L1(Rn)，则
‖fR‖1

vn(|x|+R)n
∈ L1(Rn). 可见 ‖fR‖1 = 0. 故 fR = 0，a.e. 由 R 的任意

性，f = 0，a.e.

问题. 设 f = χ[0,1]，[0, 1] ⊂ R. 求 f 的中心 Hardy–Littlewood 极大函数 Mf .

定义 2.2 (非中心 Hardy–Littlewood 极大函数). 设 f ∈ Lloc(Rn)，f 的非中心 Hardy–
Littlewood 极大函数 M̃f 为

M̃f(x) = sup
δ>0

|y−x|<δ

1

|B(y, δ)|

∫
B(y,δ)

|f(t)| dt, ∀x ∈ Rn.

注. Mf(x) ≤ M̃f(x)，M̃f(x) ≤ 2nMf(x).

问题. 设 f = χ[0,1]，[0, 1] ⊂ R. 求 f 的非中心 Hardy–Littlewood 极大函数 M̃f .

2.1.1 极大函数的下半连续性

定理 2.1. 设 f ∈ Lloc(Rn)，则 Mf 在 Rn 上是下半连续的.
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证明. 只需要证 ∀λ > 0，E = {x ∈ Rn : Mf(x) ≤ λ} 是闭集. 设 {xk}∞k=1 ⊂ E，且 xk → x，
k → ∞，下证 Mf(x) ≤ λ.

∀ r > 0，令

fk(t) = f(t)χB(x,r)△B(xk,r)(t), k = 1, 2, . . .

则 |fk(t)| ≤ |f(t)|，且 fk(t) → 0，a.e.，当 k → ∞. 运用控制收敛定理，

lim
k→∞

1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

|fk(t)| dt = 0.

从而 ∀ r > 0，

1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

|f(t)| dt ≤ 1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)\B(xk,r)

|f(t)| dt+ 1

|B(x, r)|

∫
B(xk,r)

|f(t)| dt

=
1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

|fk(t)| dt+
1

|B(xk, r)|

∫
B(xk,r)

|f(t)| dt

≤ 1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

|fk(t)| dt+ λ.

令 k → ∞，则有 ∀ r > 0，
1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

|f(t)| dt ≤ λ.

故 Mf(x) ≤ λ.

2.1.2 Vitali 覆盖引理

引理 2.2 (Vitali 覆盖引理). (1) 设 {B1, B2, . . . , Bk} 是 Rn 中的有限球族，则存在互不相交
的球列 {Bj1 , Bj2 , . . . , Bjl} ⊂ {B1, B2, . . . , Bk}，使得

|
k⋃

i=1

Bi| ≤ 3n
l∑

r=1

|Bjr |.

(2) 设 E ⊂ Rn 可测，球族 BΛ = {Bλ}λ∈Λ 覆盖 E，且满足 sup{d(Bλ) : λ ∈ Λ} <∞，则存
在互不相交的球列 {Bk}∞k=1 ⊂ BΛ，使得

|E| ≤ 5n
∞∑
k=1

|Bk|.

证明. (1) 记 B1 是 {B1, . . . , Bk} 中直径最大的球，选取 B2 是和 B1 不相交且直径最大的球（因为
球的个数有限，总可以实现）. 如此继续，选取 B3 是和 B1, B2 都不相交且直径最大的球，有限次
过程后结束，把选取的球记为 {Bj1 , . . . , Bjl}.

若

B ∈ {B1, . . . , Bk}, B /∈ {Bj1 , . . . , Bjl}.

这表明 B 与 {Bj1 , . . . , Bjl} 中某个球相交，设 Bji 是 {Bj1 , . . . , Bjl} 中第一个与 B 相交的球，则
B ∩Bji 6= ∅，d(Bji) > d(B).

因此，B ⊂ 3Bji（三倍同心扩张）. 由 B 的任意性，

|
k⋃

i=1

Bi| ≤ 3n
l∑

r=1

|Bjr |.

(2) 设 l0 = sup{d(B) : B ∈ BΛ}. 任取 B1 ∈ BΛ，使得 d(B1) >
1
2 l0. 选取 B2 ∈ BΛ，使得

B2 ∩B1 = ∅ 且

d(B2) >
1

2
sup{d(B) : B ∈ BΛ, B ∩B1 = ∅}.

一般地，假设 {B1, . . . , Bk} 已取好，我们作如下选取 Bk+1，使其满足
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(i) Bk+1 ∩
(⋃k

j=1Bj

)
= ∅;

(ii) d(Bk+1) >
1

2
sup
{
d(B) : B ∈ BΛ, B ∩

(⋃k
j=1Bj

)
= ∅
}

.

用如此方法得到 B1, B2, . . . , Bk, . . .

(a) 若选取的球为有限个 {B1, . . . , Bk}，则

∀B ∈ BΛ, B ∩
( k⋃
j=1

Bj

)
6= ∅.

所以 ∀x ∈ E，∃Bx ∈ BΛ，使得 Bx ∩
(⋃k

j=1Bj

)
6= ∅.

设 Bi 是 {B1, . . . , Bk} 中第一个与 Bx 相交的球，由我们的选法，d(Bi) >
1
2d(Bx). 故 Bx ⊂ 5Bi

（五倍同心扩张）. 由 Bx 的任意性，

E ⊂
⋃
λ∈Λ

Bλ ⊂
k⋃

j=1

5Bj ,

从而 |E| ≤ 5n
∑k

j=1|Bj |.
(b) 若选取的球为无穷个 {B1, . . . , Bk, . . . }，如果

∑∞
j=1|Bj | = ∞，结论自然成立. 因此，设∑∞

j=1|Bj | <∞，则

d(Bk) → 0, k → ∞.

故 ∀B ∈ BΛ，∃ k，使得 d(Bk+1) ≤ 1
2d(B). 设 k 是满足此条件的最小下标，则 B 必定与 {B1, . . . , Bk}

中某个球相交，否则 d(Bk+1) >
1
2d(B)，矛盾！

记 Bj 是 {B1, . . . , Bk} 中第一个与 B 相交的球，由我们的选法，d(Bj) >
1
2d(B). 故 B ⊂ 5Bj

（五倍同心扩张）. 由 B 的任意性，

E ⊂
⋃
λ∈Λ

Bλ ⊂
∞⋃
j=1

5Bj =⇒ |E| ≤ 5n
∞∑
j=1

|Bj |.

2.1.3 弱 (1, 1) 与强 (p, p) 有界性

定理 2.3. 极大算子 M 是弱 (1, 1) 型：

sup
α>0

α|{x ∈ Rn :Mf(x) > α}| ≤ 5n‖f‖1.

证明. ∀α > 0，记 Eα = {x ∈ Rn : Mf(x) > α}. 由 Mf 的下半连续性，得 Eα 为开集，故可测.
由 Mf 的定义得 ∀x ∈ Eα，∃Bx，

1

|Bx|

∫
Bx

|f(t)| dt > α.

从而 ∀x ∈ Eα，

|Bx| <
1

α

∫
Bx

|f(t)| dt ≤ 1

α
‖f‖1.

记 B = {Bx : x ∈ Eα}，球族 B 覆盖 Eα，且

sup{d(Bx) : x ∈ Eα} <∞.

运用 Vitali 覆盖引理，存在互不相交的球列 {Bj}∞j=1 ⊂ B，使得

|Eα| ≤ 5n
∞∑
j=1

|Bj | ≤ 5n
∞∑
j=1

1

α

∫
Bj

|f(t)| dt

= 5n
1

α

∫
∪

j Bj

|f(t)| dt ≤ 5n
1

α
‖f‖1.
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从而 ∀α > 0，

α|{x ∈ Rn :Mf(x) > α}| ≤ 5n‖f‖1.

故 M 是弱 (1, 1) 型.

定理 2.4. 极大算子 M 是 (p, p) 型，1 < p ≤ ∞.

证明. 由定义知

Mf(x) = sup
r>0

1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

|f(t)| dt ≤ ‖f‖∞.

故

‖Mf‖∞ ≤ ‖f‖∞.

另一方面，

‖Mf‖1,∞ ≤ 5n‖f‖1.

由 Marcinkiewicz 插值定理，算子 M 是 (p, p) 型，1 < p <∞.

2.1.4 二进极大函数
记

M0 =
{
Q ⊂ Rn : Q 是边长为1，顶点属于Zn 的左闭右开方体

}
,

记 Mj = 2−jM0，j ∈ Z. 称
⋃

j∈Z Mj 中的方体为二进方体.
二进方体有如下性质：

(1) ∀x ∈ Rn，∀ j，存在唯一的方体 Q ∈ Mj，使得 x ∈ Q.
(2) 任意两个二进方体要么不相交，要么是包含关系.
(3) ∀Qj ∈ Mj，它包含 2n 个 Mj+1 中的方体.
(4) ∀Qj ∈ Mj，∀ k < j，则存在唯一的方体 Qk ∈ Mk，使得 Qj ⊂ Qk.

定义 2.3 (二进极大函数). 设 f ∈ Lloc(Rn)，称

Mdf(x) = sup
x∈Q

Q 二进方体

1

|Q|

∫
Q

|f(t)| dt, ∀x ∈ Rn,

为 f 的二进极大函数.

注. Mdf(x) ≲ M̃f(x)，但是 M̃f(x) 6≲Mdf(x).

例 2.1. 设 f = χ[0,1]. 对于 x < 0，M̃f(x) =
1

1− x
. 因为包含 x 的任意二进区间 Q，有

Q ⊂ (−∞, 0)，从而 Mdf(x) = 0.

定理 2.5. 二进极大算子 Md 是弱 (1, 1) 型：

sup
α>0

α|{x ∈ Rn :Mdf(x) > α}| ≤ ‖f‖1.

证明. 记

Ekf(x) =
∑

Q∈Mk

( 1

|Q|

∫
Q

|f(t)| dt
)
χQ(x),
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则 ∀α > 0，

{x ∈ Rn :Mdf(x) > α} =
⋃
k

Ωk,

其中

Ωk = {x ∈ Rn : Ekf(x) > α 且Ejf(x) ≤ α, ∀ j < k}.

其过程即找包含 x ∈ {x ∈ Rn :Mdf(x) > α} 满足

α <
1

|Q|

∫
Q

|f(t)| dt

最大的二进方体 Q.
最大的二进方体总是存在的，因为

α <
1

|Q|

∫
Q

|f(t)| dt ≤ 1

|Q|
‖f‖1 =⇒ |Q| < 1

α
‖f‖1.

注意到 {Ωk}k 是两两不交的，而且每个 Ωk 都可以表示成 Mk 中的方体并. 因此

|{x ∈ Rn :Mdf(x) > α}| =
∑
k

|Ωk| ≤
∑
k

1

α

∫
Ωk

|Ekf(x)| dx,

以及
1

α

∑
k

∫
Ωk

|Ekf(x)| dx =
1

α

∑
k

∫
Ωk

|f(x)| dx ≤ 1

α
‖f‖1.

2.1.5 L logL

定理 2.6. 设 B ⊂ Rn 为有限测度集，f ∈ L log+ L(Rn)，则 Mf ∈ L(B)，且∫
B

Mf(x) dx ≤ 2|B|+ C

∫
Rn

(
|f | log+|f |

)
(x) dx,

其中 log+ t = max{log t, 0}.

证明. 运用分布函数计算∫
B

Mf(x) dx = 2

∫ ∞

0

|{x ∈ B :Mf(x) > 2α}| dα

≤ 2
(
|B|+

∫ ∞

1

|{x ∈ B :Mf(x) > 2α}| dα
)
.

将 f 分成两部分，f1 = fχ|f |>α，f2 = fχ|f |≤α，则 f = f1 + f2，

|{x ∈ B :Mf(x) > 2α}| ≤ |{x ∈ B :Mf1(x) > α}|+ |{x ∈ B :Mf2(x) > α}|.

又因为

‖Mf2‖∞ ≤ ‖f2‖∞ ≤ α,

所以

|{x ∈ B :Mf2(x) > α}| = 0.

因此

|{x ∈ B :Mf(x) > 2α}| ≤ |{x ∈ B :Mf1(x) > α}|.
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由 M 的弱 (1, 1) 型，∫ ∞

1

|{x ∈ B :Mf(x) > 2α}| dα ≤
∫ ∞

1

|{x ∈ B :Mf1(x) > α}| dα

≤
∫ ∞

1

Cα−1‖f1‖1 dα

= C

∫ ∞

1

α−1
(∫

{|f |>α}
|f(x)| dx

)
dα

≤ C

∫
Rn

|f(x)|
(∫ max{|f(x)|,1}

1

α−1 dα
)

dx

= C

∫
Rn

|f(x)| log+|f(x)| dx.

2.1.6 极大函数控制定理

定理 2.7. 设 φ ∈ L(Rn)，记 φε(x) =
1

εn
φ
(x
ε

)
. 令

ψ(x) = sup
|t|≥|x|

|φ(t)| ∈ L(Rn),

称 ψ 为 φ 的径向递减控制函数. 设 f ∈ Lloc(Rn)，那么有

sup
ε>0

|(f ∗ φε)(x)| ≤ Cn‖ψ‖1Mf(x), ∀x ∈ Rn.

证明. 因为 ψ 为径向递减函数，由球坐标变换

‖ψ‖1 =

∫ ∞

0

∫
Sn−1

ψ(rξ) dσ(ξ) rn−1 dr

= σ(Sn−1)

∫ ∞

0

ψ(r)rn−1 dr = wn−1

∫ ∞

0

ψ
(r
ε

)(r
ε

)n−1

d
(r
ε

)
= wn−1

1

εn

∫ ∞

0

ψ
(r
ε

)
rn−1 dr

= wn−1
1

εn

+∞∑
k=−∞

∫ 2k

2k−1

ψ
(r
ε

)
rn−1 dr

≥ wn−1
1

εn

∑
k∈Z

ψ
(2k
ε

)∫ 2k

2k−1

rn−1 dr

= wn−1
1

εn

∑
k∈Z

ψ
(2k
ε

)2kn − 2(k−1)n

n

= vn
1

εn

∑
k∈Z

ψ
(2k
ε

)[
2kn − 2(k−1)n

]
.

另一方面，∀ ε > 0，

|(f ∗ φε)(x)| ≤
∫
Rn

|f(x− t)|ψ
( t
ε

) 1

εn
dt

=
1

εn

+∞∑
k=−∞

∫
2k<|t|≤2k+1

|f(x− t)|ψ
( t
ε

)
dt

≤ 1

εn

∑
k

ψ
(2k
ε

)∫
2k<|t|≤2k+1

|f(x− t)| dt

≤ 1

εn

∑
k

ψ
(2k
ε

)
vn(2

k+1)n
1

vn(2k+1)n

∫
|t|≤2k+1

|f(x− t)| dt.
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因此

|(f ∗ φε)(x)| ≤
1

εn

∑
k∈Z

ψ
(2k
ε

)
vn(2

k+1)n
1

vn(2k+1)n

∫
|t|≤2k+1

|f(x− t)| dt

≤ vn
1

εn
Mf(x)

∑
k∈Z

ψ
(2k
ε

)
2kn+n

≤ Cnvn
1

εn
Mf(x)

∑
k∈Z

ψ
(2k
ε

)[
2kn − 2(k−1)n

]
.

因此

sup
ε>0

|(f ∗ φε)(x)| ≤ Cn‖ψ‖1Mf(x).

2.2 Lebesgue 微分定理

2.2.1 算子族点态收敛定理

定理 2.8 (算子族点态收敛). 设 {Tε}（ε > 0）是将 Lp(Rn)（1 ≤ p ≤ ∞）映入 Rn 上可测函
数空间 F 的线性算子族，即 Tε : L

p(Rn) → F . 定义 {Tε} 的极大算子 T ∗：

T ∗f(x) = sup
ε>0

|Tεf(x)|, ∀ f ∈ Lp(Rn).

如果 T ∗ 是弱 (p, q) 型算子，1 ≤ p, q ≤ ∞，且对 Lp(Rn) 中某一稠密子集 D 中任意函数 g，
都有

lim
ε→0

Tεg(x) = Tg(x), a.e. 且有限,

那么对于任意 f ∈ Lp(Rn)，limε→0 Tεf(x) 几乎处处存在且有限，记 limε→0 Tεf = Tf，而且
T 也是弱 (p, q) 型.

证明. 记

E =
{
x ∈ Rn :

∣∣∣limε→0Tεf(x)− limε→0Tεf(x)
∣∣∣ > δ

}
, δ > 0.

只需证明 ∀ δ > 0，|E| = 0. 取 δ =
1

n
，记

En =
{
x ∈ Rn :

∣∣∣limε→0Tεf(x)− limε→0Tεf(x)
∣∣∣ > 1

n

}
.

则 |
⋃∞

n=1En| = 0，且 ∀x ∈
⋂∞

n=1E
c
n，

lim
ε,ε′→0

|Tεf(x)− Tε′f(x)| = 0.

这表明

lim
ε,ε′→0

|Tεf(x)− Tε′f(x)| = 0, a.e.

也就是说对几乎处处的 x ∈ Rn，Tεf(x) 是柯西列，从而 limε→0 Tεf(x) 几乎处处存在.
已知 D 是 Lp(Rn) 的稠密子集，则 ∀ f ∈ Lp(Rn)，∀ η > 0，∃ g ∈ D，‖f − g‖p < η. 因为

limε→0 Tεg(x) = Tg(x)，a.e.，所以∣∣∣limε→0Tεg(x)− limε→0Tεg(x)
∣∣∣ = 0, a.e.

利用

|Tεf(x)− Tε′f(x)| ≤ |Tεg(x)− Tε′g(x)|+ |Tε(f − g)(x)− Tε′(f − g)(x)|,
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可得

|E| = |
{
x ∈ Rn :

∣∣∣limε→0Tεf(x)− limε→0Tεf(x)
∣∣∣ > δ

}
|

≤ |
{
x ∈ Rn :

∣∣∣limε→0Tε(f − g)(x)− limε→0Tε(f − g)(x)
∣∣∣ > δ

}
|.

从而 (i) 若 q <∞，

|E| ≤ |
{
x ∈ Rn :

∣∣∣limε→0Tε(f − g)(x)− limε→0Tε(f − g)(x)
∣∣∣ > δ

}
|

≤ |{x ∈ Rn : 2T ∗(f − g)(x) > δ}|

≤
(2
δ

)q
‖T ∗(f − g)‖qq,∞

≤ C
(2
δ

)q
‖f − g‖qp ≲ δ−qηq.

令 η → 0，则 |E| = 0.
(ii) 若 q = ∞，

|E| ≤ |
{
x ∈ Rn :

∣∣∣limε→0Tε(f − g)(x)− limε→0Tε(f − g)(x)
∣∣∣ > δ

}
|

≤ |{x ∈ Rn : 2T ∗(f − g)(x) > δ}|.

若 |{x ∈ Rn : 2T ∗(f − g)(x) > δ}| 6= 0，则 ‖T ∗(f − g)‖∞ >
δ

2
. 结合 T ∗ 的弱 (p,∞) 型性质，

δ

2
< ‖T ∗(f − g)‖∞ ≤ C‖f − g‖p < Cη

矛盾！因此 |E| = 0.
最后由 |Tf(x)| ≤ T ∗f(x)，a.e.，可见 T 也是弱 (p, q) 型.

2.2.2 Lebesgue 微分定理

定理 2.9 (Lebesgue 微分定理). 设 f ∈ Lloc(Rn)，则

lim
r→0

1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

f(y) dy = f(x), a.e.

证明. 只需证明结论对 f ∈ L(Rn) 成立. 设 f ∈ L(Rn)，定义算子 Tε : f 7→ f ∗ φε，其中 φ(x) =

v−1
n χB(0,1)(x). 则

Tεf(x) = (f ∗ φε)(x) =
1

|B(x, ε)|

∫
B(x,ε)

f(t) dt.

易见

T ∗f(x) = sup
ε>0

|Tεf(x)| ≤Mf(x).

因为极大算子 M 是弱 (1, 1) 型，所以 T ∗ 也是弱 (1, 1) 型.
对于任意的 g ∈ C∞

c (Rn)，由恒等逼近核性质，当 ε→ 0，

sup
x∈Rn

|(g ∗ φε)(x)− g(x)| → 0.

故 ∀x ∈ Rn，limε→0 Tεg(x) = g(x).
因为 C∞

c (Rn) 在 L1(Rn) 中稠密，极大算子 T ∗ 是弱 (1, 1) 型，运用算子族点态收敛定理，
limε→0 Tεf(x) 几乎处处存在且有限.

下证 limε→0 Tεf(x) = f(x)，a.e. 由恒等逼近核性质，

‖Tεf − f‖1 → 0, ε→ 0.
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从而存在 {εk} 满足当 k → ∞ 时 εk → 0，使得

lim
k→∞

Tεkf(x) = f(x), a.e.

结合 limε→0 Tεf(x) 几乎处处存在且有限，所以

lim
ε→0

Tεf(x) = f(x), a.e.

即

lim
ε→0

1

|B(x, ε)|

∫
B(x,ε)

f(y) dy = f(x), a.e.

2.2.3 极大函数性质

性质 2.1. Mf(x) ≥ |f(x)|，a.e.

证明. 由 Lebesgue 微分定理

lim
r→0

1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

|f(y)| dy = |f(x)|, a.e.

结合极大函数定义

Mf(x) = sup
r>0

1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

|f(y)| dy ≥ lim
r→0

1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

|f(y)| dy = |f(x)|, a.e.

推论 2.10. 设 f ∈ Lloc(Rn)，则

lim
r→0

1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

|f(y)− f(x)| dy = 0, a.e.

上述极限成立的点 x 称为 f 的Lebesgue 点.

证明. 记 R 中的全部有理数为 Q. 则 ∀ z ∈ Q

lim
r→0

1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

|f(y)− z| dy = |f(x)− z|, a.e. x ∈ Rn.

设 Fz 是使得上述极限不成立的点 x 构成的集合，则

|Fz| = 0, ∀ z ∈ Q.

记 F =
⋃

z∈Q Fz，进而 |F | = |
⋃

z∈Q Fz| = 0. 注意到 |{|f | = ∞}| = 0，记 E = {|f | = ∞}.
下证 ∀x ∈ Rn \ (E ∪ F )，

lim
r→0

1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

|f(y)− f(x)| dy = 0. (∗)

对于任意的 x ∈ Rn \ (E ∪ F )，∀ ε > 0，取 z ∈ Q，使得 |f(x)− z| < ε

2
. 存在 δ > 0，∀ 0 < r < δ，

1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

|f(y)− f(x)| dy ≤ 1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

|f(y)− z| dy + 1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

|f(x)− z| dy

< |f(x)− z|+ ε+ |f(x)− z| < 2ε.

故 (∗) 成立.



2. Hardy–Littlewood 极大函数 41

性质 2.2. 设 f ∈ Lp(Rn)，1 ≤ p ≤ ∞，若 x 是 f 的 Lebesgue 点，则 Mf(x) < ∞，这表明
Mf 在 Rn 上几乎处处有限.

证明. 若 p = ∞，结论显然. 设 p <∞，如果 x 是 f 的 Lebesgue 点，那么

lim
r→0

1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

|f(y)− f(x)| dy = 0.

存在 δ > 0，使得 ∀ 0 < r < δ，

1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

|f(y)− f(x)| dy < 1.

于是

sup
0<r<δ

1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

|f(y)| dy ≤ sup
0<r<δ

1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

|f(y)− f(x)| dy + |f(x)| ≤ 1 + |f(x)|.

另一方面，当 r ≥ δ 时，

1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

|f(y)| dy ≤ 1

|B(x, r)|
|B(x, r)|1/p

′
‖f‖p

= v−1/p
n r−n/p‖f‖p ≤ Cδ−n/p‖f‖p.

可见若 x 是 f 的 Lebesgue 点，

Mf(x) ≤ 1 + |f(x)|+ Cδ−n/p‖f‖p <∞.

故 Mf 在 Rn 上几乎处处有限.

2.3 恒等逼近算子的点态收敛

2.3.1 恒等逼近算子在点态意义下的收敛性

定理 2.11. 设 K ∈ L(Rn) 且
∫
Rn K(x) dx = 1，φ 是 K 的径向递减控制函数，即

φ(x) := sup
|t|≥|x|

|K(t)|.

如果 φ ∈ L(Rn)，f ∈ Lp(Rn)，1 ≤ p <∞，那么

lim
ε→0

(Kε ∗ f)(x) = f(x), a.e.

证明. 利用 C∞
c (Rn) 在 Lp(Rn) 中的稠密性. 结论对 C∞

c (Rn) 中函数成立：∀ g ∈ C∞
c (Rn)，由恒等

逼近核性质

sup
x∈Rn

|(Kε ∗ g)(x)− g(x)| → 0, ε→ 0.

所以 ∀ g ∈ C∞
c (Rn)，limε→0(Kε ∗ g)(x) = g(x). 令

Tεf(x) = (Kε ∗ f)(x),

由 2.1 节极大函数控制定理

sup
ε>0

|Tεf(x)| = sup
ε>0

|Kε ∗ f(x)| ≤ CnMf(x).

记 T ∗f(x) = supε>0|Tεf(x)|，则 T ∗ 是 (p, p) 型的，也是弱 (p, p) 型的. 运用算子族点态收敛定理，
∀ f ∈ Lp(Rn)，limε→0 Tεf(x) 几乎处处存在且有限. 下证

lim
ε→0

Tεf(x) = f(x), a.e.
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由恒等逼近核性质

‖Tεf − f‖p = ‖Kε ∗ f − f‖p → 0, ε→ 0.

所以存在 {εk} 满足当 k → ∞ 时 εk → 0，使得

lim
k→∞

Tεkf(x) = f(x), a.e.

又因为 limε→0 Tεf(x) 几乎处处存在且有限，则

lim
ε→0

Tεf(x) = f(x), a.e.

注. (1) 若
∫
Rn K(x) dx = a，其他条件一样，则结论为

lim
ε→0

(Kε ∗ f)(x) = f(x)

∫
Rn

K(x) dx.

(2) 把定理中条件 φ(x) = sup|y|≥|x||K(y)| 换成存在非负径向递减函数 ψ ∈ L1(Rn)，使得

|K(x)| ≤ ψ(x), a.e. x ∈ Rn,

结论仍成立.
(3) 我们还可证明出在 f 的 Lebesgue 点处，都有

lim
ε→0

(Kε ∗ f)(x) = f(x).

证明 (3). 由定义

|(Kε ∗ f)(x)− f(x)| = |
∫
Rn

K(y)
[
f(x− εy)− f(x)

]
dy|

≤
∫
Rn

φ(y)|f(x− εy)− f(x)| dy

=

∫
Rn

|f(x− εy)− f(x)|
(∫ ∞

0

χ{φ>t}(y) dt
)

dy

=

∫ ∞

0

(∫
{φ>t}

|f(x− εy)− f(x)| dy
)

dt.

因为 φ 是径向递减控制函数，可记

{y ∈ Rn : φ(y) > t} = B(0, r(t)), ∀ t > 0.

从而

|Kε ∗ f(x)− f(x)| =
∫ ∞

0

(∫
{φ>t}

|f(x− εy)− f(x)| dy
)

dt

=

∫ ∞

0

|B(0, r(t))|
|B(0, r(t))|

∫
B(0,r(t))

|f(x− εy)− f(x)| dy dt

=

∫ ∞

0

|B(0, r(t))|
|B(0, εr(t))|

∫
B(0,εr(t))

|f(x− y)− f(x)| dy dt.

若 x 是 f 的 Lebesgue 点，则 ∀ t

lim
ε→0

1

|B(0, εr(t))|

∫
B(0,εr(t))

|f(x− y)− f(x)| dy = 0.

此外

|B(0, r(t))|
|B(0, εr(t))|

∫
B(0,εr(t))

|f(x− y)− f(x)| dy ≤ |B(0, r(t))|
[
Mf(x) + |f(x)|

]
= dφ(t)

[
Mf(x) + |f(x)|

]
∈ L1(0,∞).
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运用控制收敛定理，

(Kε ∗ f)(x)− f(x) → 0, ε→ 0.

2.3.2 Poisson 积分和 Gauss–Weierstrass 积分

定义 2.4. 称

P (x) =
Cn

(1 + |x|2)n+1
2

为Poisson 核，其中常数 Cn =
Γ
(
n+1
2

)
π

n+1
2

. 则

Pε(x) = Cn
ε

(ε2 + |x|2)n+1
2

, ε > 0.

称

W (x) = e−π|x|2

为Gauss–Weierstrass 核. 则

W (x, ε) :=W√
4πε(x) = (4πε)−

n
2 e−

|x|2
4ε .

性质 2.3. ∀ ε > 0， ∫
Rn

Pε(x) dx =

∫
Rn

W (x, ε) dx = 1.

证明. 只需考虑 ε = 1 的情况. 利用积分 ∫
R
e−x2

dx =
√
π,

推得 ∫
Rn

W (x, 1) dx =

∫
Rn

(4π)−
n
2 e−

|x|2
4 dx

=

∫
R
· · ·
∫
R

[
(4π)−

1
2 e−

x2
1
4

]
· · ·
[
(4π)−

1
2 e−

x2
n
4

]
dx1 · · · dxn = 1.

运用球坐标变换公式 ∫
Rn

dx
(1 + |x|2)n+1

2

=

∫
Sn−1

∫ ∞

0

rn−1

(1 + r2)
n+1
2

dr dσ(ξ)

= wn−1

∫ ∞

0

rn−1

(1 + r2)
n+1
2

dr

= wn−1

∫ π
2

0

sinn−1 θ dθ (r = tan θ)

=
wn−1

2
B
(n
2
,
1

2

)
=
wn−1

2

Γ
(
n
2

)
Γ
(
1
2

)
Γ
(
n+1
2

) .

利用欧拉函数

B(p, q) =
Γ(p)Γ(q)

Γ(p+ q)
.

此外，单位球面测度为

wn−1 =
2π

n
2

Γ
(
n
2

) .
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原因如下，因为
∫
R e

−x2 dx =
√
π，所以∫

Rn

e−|x|2 dx =

∫
R
· · ·
∫
R
e−x2

1 · · · e−x2
n dx1 · · · dxn = π

n
2 .

另一方面，运用球坐标变换公式∫
Rn

e−|x|2 dx =

∫
Sn−1

∫ ∞

0

e−r2rn−1 dr dσ(ξ)

= wn−1

∫ ∞

0

e−r2rn−1 dr = wn−1

2
Γ
(n
2

)
.

两方面比较可得

wn−1 =
2π

n
2

Γ
(
n
2

) .
因此 ∫

Rn

dx
(1 + |x|2)n+1

2

=
wn−1

2

Γ
(
n
2

)
Γ
(
1
2

)
Γ
(
n+1
2

)
=

π
n
2

Γ
(
n
2

) Γ(n2 )Γ(12)
Γ
(
n+1
2

)
=

π
n+1
2

Γ
(
n+1
2

) =
1

Cn
.

故 ∫
Rn

P (x) dx =

∫
Rn

Cn

(1 + |x|2)n+1
2

dx = 1.

定义 2.5. 设 f ∈ Lp(Rn)，1 ≤ p ≤ ∞，∀ ε > 0，称

u(x, ε) := (f ∗ Pε)(x) =

∫
Rn

f(y)Pε(x− y) dy

为 f 的Poisson 积分；称

G(x, ε) := (f ∗W (·, ε))(x) =
∫
Rn

f(y)W (x− y, ε) dy

为 f 的Gauss–Weierstrass 积分.

性质 2.4. 设 f ∈ Lp(Rn)，1 ≤ p <∞，则 f 的 Poisson 积分和 Gauss–Weierstrass 积分满足
下列性质：

(1) ∀ ε > 0，

‖f ∗ Pε‖p ≤ ‖f‖p, ‖f ∗W (·, ε)‖p ≤ ‖f‖p.

(2) 对于 1 ≤ p <∞，有

lim
ε→0

‖f ∗ Pε − f‖p = 0, lim
ε→0

‖f ∗W (·, ε)− f‖p = 0.

(3) 对于 1 ≤ p <∞，在 f 的 Lebesgue 点处有

lim
ε→0

(f ∗ Pε)(x) = f(x), lim
ε→0

(f ∗W (·, ε))(x) = f(x).

证明. (1) 由性质 1，

‖Pε‖1 = ‖W (·, ε)‖1 = 1.
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利用 Young 不等式

‖f ∗ Pε‖p ≤ ‖f‖p‖Pε‖1 = ‖f‖p,
‖f ∗W (·, ε)‖p ≤ ‖f‖p‖W (·, ε)‖1 = ‖f‖p.

(2) 利用恒等逼近算子依 Lp 范数收敛性：

‖f ∗ Pε − f‖p → 0, ε→ 0,

‖f ∗W (·, ε)− f‖p → 0, ε→ 0.

(3) 利用恒等逼近算子点态收敛性：若 x 是 f 的 Lebesgue 点，则

(f ∗ Pε)(x) → f(x), ε→ 0,

(f ∗W (·, ε))(x) → f(x), ε→ 0.

性质 2.5. 设 f ∈ L∞(Rn)，有如下结论：

(1) 若 f ∈ L∞(Rn) ∩ C(Rn)，(f ∗ Pε)(x) 在任一紧集 F 上一致收敛于 f(x).
(2) 若 f ∈ L∞(Rn) ∩ C0(Rn)，(f ∗ Pε)(x) 在 Rn 上一致收敛于 f(x).
(3) 若 f ∈ L∞(Rn)，则 ∀φ ∈ L1(Rn)，∫

Rn

(f ∗ Pε)(x)φ(x) dx→
∫
Rn

f(x)φ(x) dx, ε→ 0.

证明. (1) 和 (2) 可由恒等逼近算子一致收敛性推出.
(3) 若 f ∈ L∞(Rn)，则 (f ∗ Pε)(x) ∈ L∞(Rn). 对于任意的 φ ∈ L1(Rn)，∫

Rn

(f ∗ Pε)(x)φ(x) dx =

∫
Rn

∫
Rn

f(y)Pε(x− y)φ(x) dx dy

=

∫
Rn

f(y)(φ ∗ Pε)(y) dy.

从而当 ε→ 0，

|
∫
Rn

[
(f ∗ Pε)(x)φ(x)− f(x)φ(x)

]
dx| = |

∫
Rn

[
f(y)(φ ∗ Pε)(y)− f(y)φ(y)

]
dy|

≤
∫
Rn

|f(y)||(φ ∗ Pε)(y)− φ(y)| dy

≤ ‖f‖∞‖φ ∗ Pε − φ‖1 → 0.

2.3.3 径向极大函数

定义 2.6. 对于 Rn+1
+ 上的可测函数 F (x, y)，其径向极大函数 F ∗

+ 定义为

F ∗
+(x) = sup

y>0
|F (x, y)|, ∀x ∈ Rn.

设 f ∈ Lp(Rn)，1 ≤ p ≤ ∞，其 Poisson 积分和 Gauss–Weierstrass 积分的径向极大函数分
别记为 u∗+，G

∗
+.

由 2.1 节可知对任意的 x ∈ Rn，

u∗+(x) ≤ CnMf(x), G∗
+(x) ≤ CnMf(x).

在一定条件下，极大函数 Mf 能被 Poisson 积分的径向极大函数 u∗+ 点态控制.
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定理 2.12. 设 f ∈ Lp(Rn)，1 ≤ p ≤ ∞，f ≥ 0. 则对任意的 x ∈ Rn，

Mf(x) ≤ Cnu
∗
+(x).

证明. 由径向极大函数定义

u∗+(x) = sup
ε>0

|u(x, ε)| = sup
ε>0

(f ∗ Pε)(x)

≥ Cn

∫
Rn

f(x− y)
ε

(ε2 + |y|2)n+1
2

dy

≥ Cn

∫
B(0,ε)

f(x− y)
ε

(ε2 + |y|2)n+1
2

dy

≥ Cn

εn

∫
B(0,ε)

f(x− y) dy, ∀ ε > 0.

因此 u∗+(x) ≥ CnMf(x).

2.4 Riesz 位势

定义 2.7 (Riesz 位势). 设 0 < α < n，

Iαf(x) =

∫
Rn

f(y)

|x− y|n−α
dy

称为分数次积分算子（也称Riesz 位势）.

定理 2.13. 设 f ∈ Lp(Rn)，0 < α < n，1 ≤ p <
n

α
，则

|Iαf(x)| ≲ ‖f‖
pα
n
p

(
Mf(x)

)1− pα
n , ∀x ∈ Rn.

证明. 对于任意的 R > 0，

Iαf(x) =

∫
Rn

f(x− y)

|y|n−α
dy

=

∫
|y|<R

f(x− y)

|y|n−α
dy +

∫
|y|≥R

f(x− y)

|y|n−α
dy.

因为 ∫
|y|<R

f(x− y)

|y|n−α
dy =

(
f ∗

χB(0,R)

| · |n−α

)
(x).

由极大函数控制定理，∀x ∈ Rn

|
∫
|y|<R

f(x− y)

|y|n−α
dy| = |

(
f ∗

χB(0,R)

| · |n−α

)
(x)|

≲Mf(x)

∫
Rn

χB(0,R)

|y|n−α
dy

= CnR
αMf(x).

另一方面，p <
n

α
，即 (n− α)p′ > n. 由 Hölder 不等式

|
∫
|y|≥R

f(x− y)

|y|n−α
dy| ≤ ‖f‖p

(∫
|y|≥R

1

|y|(n−α)p′ dy
)1/p′

= CnR
α−n

p ‖f‖p. (p > 1)
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特别地，若 p = 1，

|
∫
|y|≥R

f(x− y)

|y|n−α
dy| ≤ Rα−n

∫
|y|≥R

|f(x− y)| dy ≤ Rα−n‖f‖1.

从而

|Iαf(x)| ≤ Cn

(
RαMf(x) +Rα−n

p ‖f‖p
)
.

取 R 满足

RαMf(x) = Rα−n
p ‖f‖p.

则 R =
( ‖f‖p
Mf(x)

)p/n. 因此

|Iαf(x)| ≲ ‖f‖
pα
n
p

(
Mf(x)

)1− pα
n .

定理 2.14. 设 f ∈ Lp(Rn)，0 < α < n，1 ≤ p <
n

α
.

(1) 当 p > 1，
1

q
=

1

p
− α

n
，则算子 Iα 是 (p, q) 型

‖Iαf‖q ≤ C‖f‖p.

(2) 当 p = 1，则算子 Iα 是弱
(
1,

n

n− α

)
型

‖Iαf‖ n
n−α ,∞ ≤ C‖f‖1.

证明. (1) 因为

|Iαf(x)| ≲ ‖f‖
pα
n
p

(
Mf(x)

)1− pα
n ,

所以

‖Iαf‖q ≲ ‖f‖
pα
n
p ‖(Mf)1−

pα
n ‖q.

指标为 p > 1，q =
np

n− αp
，于是

‖Iαf‖q ≲ ‖f‖
pα
n
p ‖(Mf)1−

pα
n ‖q = ‖f‖

pα
n
p ‖Mf‖

p
q
p .

又因为极大算子 M 是 (p, p) 型，

‖Iαf‖q ≲ ‖f‖
pα
n
p ‖Mf‖

p
q
p ≲ ‖f‖

pα
n
p ‖f‖

p
q
p = ‖f‖p.

(2) 因为

|Iαf(x)| ≲ ‖f‖
α
n
1

(
Mf(x)

)1−α
n ,

以及极大算子 M 是弱 (1, 1) 型，所以

|{x ∈ Rn : |Iαf(x)| > λ}| ≤ |
{
x ∈ Rn : C‖f‖

α
n
1

(
Mf(x)

)1−α
n > λ

}
|

= |
{
x ∈ Rn :Mf(x) >

( λ

C‖f‖
α
n
1

) n
n−α

}
|

≤ C
(‖f‖α

n
1

λ

) n
n−α ‖f‖1 = Cλ−

n
n−α ‖f‖

n
n−α

1 .

故

‖Iαf‖ n
n−α ,∞ ≤ C‖f‖1.
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注. 由 Young 不等式和 Marcinkiewicz 插值定理也可以推导出算子 Iα 的有界性.

证明. 设 K(x) =
1

|x|n−α
，则 Iαf(x) = (f ∗K)(x). 记

K1(x) = K(x)χ|x|≤δ, K2(x) = K(x)χ|x|>δ.

则 K = K1 +K2，K1 ∈ L1(Rn)，K2 ∈ Lp′
(Rn)：

‖K1‖1 =

∫
|x|≤δ

dx
|x|n−α

= C1δ
α,

‖K2‖p′ =
(∫

|x|>δ

dx
|x|(n−α)p′

)1/p′

= C2δ
α−n

p = C2δ
−n/q.

由 Young 不等式

‖f ∗K1‖p ≤ ‖f‖p‖K1‖1 ≤ ‖f‖pC1δ
α,

‖f ∗K2‖∞ ≤ ‖f‖p‖K2‖p′ ≤ ‖f‖pC2δ
−n/q.

因为 f ∗K = f ∗K1 + f ∗K2，则

df∗K(2λ) ≤ df∗K1(λ) + df∗K2(λ).

选取 δ 使其满足

‖f‖pC2δ
−n/q = λ.

于是 δ =
(C2‖f‖p

λ

)q/n. 此时 df∗K2(λ) = 0.
因此 ∀λ > 0，

df∗K(2λ) ≤ df∗K1(λ) + df∗K2(λ)

= df∗K1(λ)

≤ λ−p‖f ∗K1‖pp
≤ λ−p‖f‖ppC

p
1δ

αp ≤ Cλ−q‖f‖qp. （代入 δ）

故

‖Iαf‖q,∞ = ‖f ∗K‖q,∞ ≤ C‖f‖p.

这表明对任意的 1 ≤ p < q <∞ 满足
1

q
=

1

p
− α

n
，Iα 是弱 (p, q) 型的. 最后运用 Marcinkiewicz 插

值定理可知，对于任意的 1 < p < q <∞ 且满足指标关系式，Iα 是 (p, q) 型的.

2.4.1 Hardy–Littlewood–Sobolev 不等式

定理 2.15 (Hardy–Littlewood–Sobolev 不等式). 设 0 < α < n，1 < p < q′ < ∞ 满足

2− 1

p
− 1

q
=
α

n
，则

|
∫
Rn

∫
Rn

f(x)g(y)|x− y|−α dx dy| ≤ C‖f‖p‖g‖q.

证明. 指标关系满足
1

q′
=

1

p
− 1 +

α

n
，

|
∫
Rn

∫
Rn

f(x)g(y)|x− y|−α dx dy| ≤ |
∫
Rn

In−αf(y)g(y) dy|

≤ ‖In−αf‖q′‖g‖q ≤ C‖f‖p‖g‖q.
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本章建立 Fourier 变换的 L1、L2 与 Lp（1 < p < 2）理论，讨论反演与求和，并推广到复测度的
Fourier 变换与卷积。

3.1 Fourier 变换的 L1 理论

定义 3.1. 设 f ∈ L1(Rn)，称

f̂(x) =

∫
Rn

f(t)e−2πix·t dt, ∀x ∈ Rn

为 f 的 Fourier 变换.

注. (1) Fourier 变换是 (1,∞) 型的线性算子.

证明. 因为 |e−2πix·t| ≤ 1，所以

|f̂(x)| = |
∫
Rn

f(t)e−2πix·t dt| ≤
∫
Rn

|f(t)| dt.

故 ‖f̂‖∞ ≤ ‖f‖1.

注. (2) 设 f ∈ L1(Rn)，则 f̂ 在 Rn 上一致连续.

49
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证明. 对于任意的 x ∈ Rn，h ∈ Rn，

|f̂(x+ h)− f̂(x)| = |
∫
Rn

f(t)
[
e−2πi(x+h)·t − e−2πix·t] dt|

≤
∫
Rn

|f(t)| |e−2πi(x+h)·t − e−2πix·t| dt

≤
∫
Rn

|f(t)| |e−2πih·t − 1| dt

=

∫
Rn

|f(t)| |cos(2πh · t)− 1− i sin(2πh · t)| dt

=

∫
Rn

|f(t)| |2 sin(πh · t)| dt→ 0 (|h| → 0).

收敛性由控制收敛定理可得.

引理 3.1 (Riemann–Lebesgue). 设 f ∈ L1(Rn)，则 f̂ ∈ C0(Rn).

证明. (i) 记长方体 I = [a1, b1]× · · · × [an, bn] ⊂ Rn. 则

χ̂I(x) =

∫
Rn

χI(t)e
−2πix·t dt

=

∫ b1

a1

e−2πix1t1 dt1 · · ·
∫ bn

an

e−2πixntn dtn

=
n∏

j=1

1

2πixj

[
e−2πiajxj − e−2πibjxj

]
.

当 |x| → ∞ 时，至少存在 j，使得 |xj | → ∞. 不妨设 |x1| → ∞，则易见 lim|x|→∞ χ̂I(x) = 0. 因此
对于任意阶梯函数 g，lim|x|→∞ ĝ(x) = 0.

(ii) 设 f ∈ L1(Rn)，对于任意的 ε > 0，存在阶梯函数 g 使得

‖f − g‖1 < ε.

因为对充分大的 |x|，有 |ĝ(x)| < ε. 所以

|f̂(x)| ≤ |f̂(x)− ĝ(x)|+ |ĝ(x)|
≤ ‖f − g‖1 + |ĝ(x)| < 2ε.

故 f̂ ∈ C0(Rn).

定理 3.2 (Fourier 变换与卷积的关系). 设 f, g ∈ L1(Rn)，则

f̂ ∗ g(x) = f̂(x)ĝ(x).

证明. 由定义

f̂ ∗ g(x) =
∫
Rn

(∫
Rn

f(t− y)g(y) dy
)
e−2πix·t dt

=

∫
Rn

g(y)
(∫

Rn

f(t− y)e−2πi(t−y)·x dt
)
e−2πiy·x dy

= f̂(x)

∫
Rn

g(y)e−2πiy·x dy = f̂(x)ĝ(x).

定理 3.3 (Fourier 变换与平移的关系). 设 f ∈ L1(Rn)，h ∈ Rn，平移算子 Th 定义为

Thf(x) = f(x− h), x ∈ Rn.
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则有

(Thf)
∧(x) = e−2πix·hf̂(x), Thf̂(x) =

(
e2πi(·)·hf(·)

)∧
(x).

证明. 由定义

(Thf)
∧(x) =

∫
Rn

Thf(t)e
−2πix·t dt =

∫
Rn

f(t− h)e−2πix·t dt

= e−2πix·h
∫
Rn

f(t− h)e−2πix·(t−h) dt = e−2πix·hf̂(x).

另一方面

Thf̂(x) = f̂(x− h) =

∫
Rn

f(t)e−2πi(x−h)·t dt

=

∫
Rn

f(t)e2πih·te−2πix·t dt =
(
e2πi(·)·hf(·)

)∧
(x).

定理 3.4 (Fourier 变换与线性变换的关系). 设 f ∈ L1(Rn).

(i) 设 T 是可逆线性变换，用 T 记其矩阵，记 T t 为其转置. 则(
f(T ·)

)∧
(x) = |det(T )|−1f̂(T−tx).

(ii) 设 a 6= 0，伸缩变换 ηa 定义为 ηaf(x) = f(ax)，x ∈ Rn. 则

(ηaf)
∧(x) =

1

|a|n
ηa−1 f̂(x).

(iii) L1(Rn) 上 Fourier 变换与正交变换可交换：对于任意的正交矩阵 O，有(
f(O·)

)∧
(x) = f̂(Ox).

(iv) L1(Rn) 中径向函数的 Fourier 变换仍为径向函数.

证明. (i) 利用变量替换 u = T (t)，(
f(T ·)

)∧
(x) =

∫
Rn

f
(
T (t)

)
e−2πix·t dt

=

∫
Rn

f(u)e−2πix·T−1u|det(T−1)| du

= |det(T )|−1

∫
Rn

f(u)e−2πiT−tx·u du = |det(T )|−1f̂(T−tx).

注 (内积性质).

x · T−1u = xtT−1u = (T−tx)tu = T−tx · u.

证明（续）. (ii) 伸缩变换 ηa 的矩阵为 aI，利用结论 (i)

(ηaf)
∧(x) = |det(aI)|−1f̂

(
(aI)−tx

)
=

1

|a|n
f̂(a−1x) =

1

|a|n
ηa−1 f̂(x).

(iii) 正交矩阵 O 满足 |det(O)| = 1，Ot = O−1，利用结论 (i)(
f(O·)

)∧
(x) = |det(O)|−1f̂(O−tx) = f̂(Ox).
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(iv) f 是径向函数：对任意的旋转变换 ρ，满足 f(ρx) = f(x)，∀x ∈ Rn. 利用结论 (iii)(
f(ρ·)

)∧
(x) = f̂(ρx).

则 f̂(ρx) = f̂(x). 故 f̂ 为径向函数.

定义 3.2. 设 f ∈ Lp(Rn)，1 ≤ p < ∞. 若存在 g ∈ Lp(Rn)，使得对任意的 h =

(0, . . . , 0, hk, 0, . . . , 0)，

lim
hk→0

(∫
Rn

|f(x+ h)− f(x)

hk
− g(x)|p dx

)1/p

= 0,

则称 f 按 Lp 范关于 xk 可导，称 g 为 f 按 Lp 范关于 xk 的偏导数.
显然，如果 f 按 Lp 范关于 xk 可导，那么在几乎处处相等的意义下偏导数是唯一的.

定理 3.5 (Fourier 变换与微分的关系). 设 f ∈ L1(Rn).

(i) 若 xkf ∈ L1(Rn)，那么
∂f̂

∂xk
存在，且

∂f̂

∂xk
(x) =

(
−2πitkf(t)

)∧
(x).

(ii) 若 g 是 f 按 L1 范关于 xk 的偏导数，那么

ĝ(x) = 2πixkf̂(x).

(iii) 若 f ∈ C1(Rn)，
∂f

∂xk
∈ L1(Rn)，那么

( ∂f
∂tk

)∧
(x) = 2πixkf̂(x).

证明. (i) 设 h = (0, . . . , 0, hk, 0, . . . , 0)，对任意的 x ∈ Rn，

f̂(x+ h)− f̂(x)

hk
=

1

hk

[
T−hf̂(x)− f̂(x)

]
=

1

hk

[(
e−2πi(·)·hf(·)

)∧
(x)− f̂(x)

]
=

[
e−2πi(·)·h − 1

hk
f(·)

]∧
(x)

=

∫
Rn

f(t)
e−2πit·h − 1

hk
e−2πix·t dt.

因为

|e
−2πit·h − 1

hk
| ≤ |2 sin(πt · h)|

|hk|
≤ |2πt · h|

|hk|
= 2π|tk|,

以及 xkf(x) ∈ L1(Rn)，和

lim
hk→0

e−2πit·h − 1

hk
= −2πitk.
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运用控制收敛定理得

lim
hk→0

f̂(x+ h)− f̂(x)

hk
= lim

hk→0

∫
Rn

f(t)
e−2πit·h − 1

hk
e−2πix·t dt

=

∫
Rn

f(t)e−2πix·t

[
lim

hk→0

e−2πit·h − 1

hk

]
dt

=

∫
Rn

f(t)e−2πix·t(−2πitk) dt =
(
−2πitkf(t)

)∧
(x).

所以

∂f̂

∂xk
(x) =

(
−2πitkf(t)

)∧
(x).

(ii) 因为 (T−hf)
∧(x) = e2πix·hf̂(x)，所以

|ĝ(x)− e2πix·h − 1

hk
f̂(x)| = |

(
g(·)− f(·+ h)− f(·)

hk

)∧

(x)|

≤
∫
Rn

|g(t)− f(t+ h)− f(t)

hk
| dt.

若 g 是 f 按 L1 范关于 xk 的偏导数，则

lim
hk→0

|ĝ(x)− e2πix·h − 1

hk
f̂(x)| ≤ lim

hk→0

∫
Rn

|g(t)− f(t+ h)− f(t)

hk
| dt = 0.

又因为

lim
hk→0

e2πix·h − 1

hk
= 2πixk,

所以

ĝ(x) = lim
hk→0

e2πix·h − 1

hk
f̂(x) = 2πixkf̂(x).

(iii) 对任意的 A,B > 0，运用分部积分∫
Rn−1

(∫ A

−B

∂f

∂tk
(t)e−2πitkxk dtk

)
e−2πi

∑
j ̸=k tjxj

∏
j ̸=k

dtj

=

∫
Rn−1

[
f(t)e−2πitkxk

∣∣∣A
−B

− (−2πixk)

∫ A

−B

f(t)e−2πitkxk dtk

]
e−2πi

∑
j ̸=k tjxj

∏
j ̸=k

dtj .

若一元函数 φ ∈ C1(R) 满足条件 φ′(x) ∈ L(R)，则

φ(x)− φ(0) =

∫ x

0

φ′(t) dt, ∀x ∈ R.

而且

lim
x→+∞

φ(x)− φ(0) =

∫ +∞

0

φ′(t) dt = c1;

lim
x→−∞

φ(x)− φ(0) = −
∫ 0

−∞
φ′(t) dt = c2.

可见 limx→+∞ φ(x)，limx→−∞ φ(x) 极限存在. 若再满足条件 φ ∈ L(R)，那么

lim
x→+∞

φ(x) = lim
x→−∞

φ(x) = 0.
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由上述性质以及控制收敛定理，可得

lim
A,B→+∞

∫
Rn−1

[
f(t)e−2πitkxk

∣∣∣A
−B

− (−2πixk)

∫ A

−B

f(t)e−2πitkxk dtk

]
e−2πi

∑
j ̸=k tjxj

∏
j ̸=k

dtj

=

∫
Rn

(2πixk)f(t)e
−2πit·x dt = 2πixkf̂(x).

此外，当 A,B → +∞，∫
Rn−1

(∫ A

−B

∂f

∂tk
(t)e−2πitkxk dtk

)
e−2πi

∑
j ̸=k tjxj

∏
j ̸=k

dtj

→
∫
Rn

∂f

∂tk
(t)e−2πit·x dt.

因此 ( ∂f
∂tk

)∧
(x) =

∫
Rn

∂f

∂tk
(t)e−2πit·x dt = 2πixkf̂(x).

定理 4 可推广为：设 f ∈ L(Rn)，

(i) 如果对于任意 α ∈ Zn
+，|α| ≤ m，有 xαf ∈ L1(Rn)，那么 f̂ ∈ Cm(Rn)，且

Dαf̂(x) =
[
(−2πit)αf(t)

]∧
(x).

(ii) 若 f ∈ Cm(Rn)，且当 |α| ≤ m，有 Dαf ∈ L1(Rn)，那么

(Dαf)∧(x) = (2πix)αf̂(x).

注. 设 m ∈ N，α = (α1, . . . , αn) ∈ Zn
+. 记

P (x) =
∑

|α|≤m

aαx
α

为 m 次 n 元多项式，则微分算子 P (D) =
∑

|α|≤m aαD
α. 由定理 4 可知

P (D)f̂(x) =
(
P (−2πit)f(t)

)∧
(x),(

P (D)f
)∧

(x) = P (2πix)f̂(x).

定理 3.6 (乘法公式). 设 f, g ∈ L1(Rn)，则∫
Rn

f̂(x)g(x) dx =

∫
Rn

f(x)ĝ(x) dx.

证明. 由定义和 Fubini 定理∫
Rn

f̂(x)g(x) dx =

∫
Rn

(∫
Rn

f(t)e−2πix·t dt
)
g(x) dx

=

∫
Rn

f(t)
(∫

Rn

g(x)e−2πix·t dx
)

dt =
∫
Rn

f(t)ĝ(t) dt.

定理 3.7. 不存在 L1(R) 中的函数 f，使得 ‖f‖1 > 0，且 supp f 和 supp f̂ 同时为紧集.
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证明.（反证法）假如存在 f ∈ L1(R)，满足 ‖f‖1 > 0，且 supp f 和 supp f̂ 同时为紧集.
对任意的复数 z = x+ iy，记

F (z) =

∫ +∞

−∞
f(t)e−2πiz·t dt =

∫ +∞

−∞
f(t)e−2πi(x+iy)·t dt.

则 F 为解析函数且非零. 令 y = 0，则 F (x) = f̂(x).
设 supp f ⊂ [a, b]，因为 F 为连续函数，且对任意的闭路径 Γ，都有∫

Γ

(∫ +∞

−∞
f(t)e−2πiz·t dt

)
dz =

∫
Γ

(∫ b

a

f(t)e−2πiz·t dt
)
dz

=

∫ b

a

f(t)

(∫
Γ

e−2πiz·tdz

)
dt = 0.

故 F 为解析函数.
另一方面，因为 supp f̂ 也为紧集，令 y = 0，则 F (x) = f̂(x) 在实轴的一个正测度子集上为零.

这与“非零解析函数的零点是孤立点”相矛盾.

最后给出一个 C0(R) 中的函数，但不是 L1(R) 函数的 Fourier 变换的例子，这表明 L̂1 ( C0.

引理 3.8. 设 f ∈ L1(Rn)，且 f̂ 为奇函数，那么

lim
ε→0

N→∞

∫ N

ε

f̂(t)

t
dt

存在且有限.

证明. 若 f̂ 为奇函数，则

f̂(t) =
1

2

∫
R
f(x)

[
e−2πixt − e2πixt

]
dx

= −i
∫
R
f(x) sin(2πxt) dx

= i

∫
R
f(−x) sin(2πxt) dx （变量替换）.

于是

2f̂(t) =

∫
R

[
if(−x)− if(x)

]
sin(2πxt) dx.

令 F (x) =
if(−x)− if(x)

2
，从而有

f̂(t) =

∫
R
F (x) sin(2πxt) dx.

因此 ∫ N

ε

f̂(t)

t
dt =

∫ N

ε

1

t

(∫
R
F (x) sin(2πxt) dx

)
dt

=

∫
R
F (x)

(∫ N

ε

sin(2πxt)
t

dt
)

dx

=

∫
R
F (x)

(∫ 2πNx

2πεx

sin t
t

dt
)

dx （变量替换）.

因为 ∫ +∞

0

sin t
t

dt = π

2
,
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且 F ∈ L1(Rn)，以及

|
∫ b

a

sin t
t

dt| ≤ 4, ∀0 < a < b <∞.

运用控制收敛定理，可得

lim
ε→0

N→∞

∫ N

ε

f̂(t)

t
dt = lim

ε→0
N→∞

∫
R
F (x)

(∫ 2πNx

2πεx

sin t
t

dt
)

dx

=
π

2

∫
R
F (x) sgnx dx <∞.

例 3.1 (L̂1 ( C0). 令

g(x) =



1

logx, x > e,

x

e
, −e ≤ x ≤ e,

− 1

log(−x) , x < −e.

则 g ∈ C0(R)，且 g 为奇函数. 但是

lim
N→∞

∫ N

e

g(t)

t
dt = lim

N→∞

∫ N

e

dt
t log t = lim

N→∞
log(logN) = ∞.

由上述引理可得 g 不是任何 L1(R) 函数的 Fourier 变换.

3.2 Fourier 变换的反演

设 f ∈ L1(Rn)，称 ∫
Rn

f̂(t)e2πix·t dt

为 f 的 Fourier 积分.

问题 3.1. 对于 L1(Rn) 中的函数 f，是否有

f(x) =

∫
Rn

f̂(t)e2πix·t dt

成立？

这个问题称为 Fourier 变换的反演问题.

例 3.2. 设 t ∈ R，

f(t) =

e−2πt, t ≥ 0,

0, t < 0.

则

f̂(x) =

∫
R
f(t)e−2πix·t dt =

∫ ∞

0

e−2π(1+ix)t dt

= − 1

2π(1 + ix)
e−2π(1+ix)t

∣∣∣∞
0

=
1

2π(1 + ix)
/∈ L1(R).

这例子表明 L1(Rn) 中函数的 Fourier 变换可能不可积. 因此，
∫
Rn f̂(t)e

2πix·t dt 可能不可积.
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所以，问题是 f 满足什么条件，下列等式成立

f(x) =

∫
Rn

f̂(t)e2πix·t dt?

求和问题.

lim
R→∞

∫
B(0,R)

f̂(t)e2πix·t dt = f(x)?

考虑 n = 1，记 SRf(x) =
∫ R

−R
f̂(t)e2πixt dt. 则

SRf(x) =

∫ R

−R

f̂(t)e2πixt dt =
∫ R

−R

(∫ ∞

−∞
f(u)e−2πiut du

)
e2πixt dt

=

∫ ∞

−∞
f(u)

(∫ R

−R

e2πi(x−u)t dt
)

du

=

∫ ∞

−∞
f(u)

sin 2πR(x− u)

π(x− u)
du =

∫ ∞

−∞
f(x− t)

sin 2πRt

πt
dt.

记 D(t) =
sin 2πt

πt
，称 D(t) 为 Dirichlet 核，则

SRf(x) = (f ∗DR−1)(x).

此外，对于任意的 f ∈ Lp(R)，1 ≤ p < ∞，卷积 (f ∗ DR−1)(x) 都有定义，所以可以考虑问题：
limR→∞ SRf(x) = f(x)？（依 Lp 范收敛性、点态收敛性）

算术平均求和问题. 设 n = 1，对 T > 0，考虑

σT (x) =
1

T

∫ T

0

SRf(x) dR =
1

T

∫ T

0

(∫ R

−R

f̂(t)e2πixt dt
)
dR

=
1

T

∫ T

0

f̂(t)e2πixt

(∫ T

t

dR

)
dt+ 1

T

∫ 0

−T

f̂(t)e2πixt

(∫ T

−t

dR

)
dt

=

∫ T

−T

(
1− |t|

T

)
f̂(t)e2πixt dt.

如果 limT→+∞ σT (x) = S，则称 f 的 Fourier 积分在点 x 处可算术平均求和于 S. 记

Φ(t) =

1− |t|, |t| ≤ 1,

0, |t| > 1.

则

σT (x) =

∫ ∞

−∞
Φ
( t
T

)
f̂(t)e2πixt dt.

记 K(t) = Φ̂(t)，计算得

K(t) =

∫
R
Φ(x)e−2πixt dx =

∫ 1

−1

(1− |x|)e−2πixt dx

=

∫ 1

0

(1− x) 2 cos(2πxt) dx =
1− cos 2πt

2π2t2
=

(
sinπt
πt

)2

.
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引理 3.9. 设 f,Φ ∈ L1(Rn)，且 φ(x) = Φ̂(x). 则对任意的 ε > 0，∫
Rn

f̂(x)e2πix·tΦ(εx) dx =

∫
Rn

f(x)φε(x− t) dx = (f ∗ φ̃ε)(t).

记号：φ̃(x) := φ(−x) 是 φ 的反射.

证明. 运用乘法公式 ∫
Rn

f̂(x)e2πix·tΦ(εx) dx =

∫
Rn

f(x)
[
e2πi(·)·tΦ(ε·)

]∧
(x) dx

=

∫
Rn

f(x)Tt
(
Φ(ε·)

)∧
(x) dx

=

∫
Rn

f(x)
(
Φ(ε·)

)∧
(x− t) dx

=

∫
Rn

f(x)
1

εn
Φ̂
(x− t

ε

)
dx.

又因为 φ(x) = Φ̂(x)，所以∫
Rn

f̂(x)e2πix·tΦ(εx) dx =

∫
Rn

f(x)
1

εn
φ
(x− t

ε

)
dx

=

∫
Rn

f(x)φε(x− t) dx = (f ∗ φ̃ε)(t).

推论 3.10. 设 f,Φ ∈ L1(Rn)，且 φ(x) = Φ̂(x) ∈ L1(Rn)，以及
∫
Rn φ(x) dx = 1. 那么

(i)

‖
∫
Rn

f̂(x)e2πix·(·)Φ(εx) dx− f(·)‖1 → 0, ε→ 0.

(ii) 若 φ 的径向递减控制函数 ψ ∈ L1(Rn)，那么∫
Rn

f̂(x)e2πix·tΦ(εx) dx→ f(t), a.e., ε→ 0.

证明. (i) 由引理， ∫
Rn

f̂(x)e2πix·tΦ(εx) dx = (f ∗ φ̃ε)(t).

又因为
∫
Rn φ(x) dx = 1，则

∫
Rn φ̃(x) dx = 1. 由恒等逼近算子依 Lp 范数收敛性，

‖f ∗ φ̃ε − f‖1 → 0, ε→ 0.

(ii) 由恒等逼近算子点态收敛性，

f ∗ φ̃ε(t) → f(t), a.e., ε→ 0.
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回到 f 的 Fourier 积分的算术平均求和：由引理

σT (x) =

∫ ∞

−∞
Φ
( t
T

)
f̂(t)e2πixt dt =

∫ ∞

−∞
f(t)KT−1(t− x) dt

=

∫ ∞

−∞
f(t)T

[
sinπT (t− x)

πT (t− x)

]2
dt

=

∫ ∞

−∞
f(x+ u)

1

T

[
sinπTu
πu

]2
du

=

∫ ∞

−∞
f(x− t)

1

T

[
sinπTt
πt

]2
dt.

记 F (x) =
(sinπx
πx

)2
，称 F (x) 为 Fejer 核. 从而有

σT (x) = (f ∗ FT−1)(x).

令 Φ(x) = e−|x|，如果

lim
ε→0+

∫
Rn

e−2πε|t|f̂(t)e2πix·t dt = S,

则称 f 的 Fourier 积分在点 x 处可 Abel 求和于 S.
令 Φ(x) = e−|x|2，如果

lim
ε→0+

∫ ∞

−∞
e−4π2ε|t|2 f̂(t)e2πix·t dt = S,

则称 f 的 Fourier 积分在点 x 处可 Gauss 求和于 S.

定理 3.11. (1) (
e−4π2ε| · |2)∧(x) =W (x, ε) ≡ (4πε)−n/2e−|x|2/(4ε).

(2) (
e−2πε| · |)∧(x) = Pε(x) ≡ Cn

ε

(ε2 + |x|2)(n+1)/2
.

证明. 只需分别验证 (
e−π| · |2)∧(x) = e−π|x|2 ,

(
e−2π| · |)∧(x) = P (x).

(1) 记

F (s) =

∫
R
e−π(x+is)2 dx, s ∈ R.

因为 ∀s，

F ′(s) =

∫
R
e−π(x+is)2(−2πi)(x+ is) dx =

∫
R
i

(
d

dx

(
e−π(x+is)2

))
dx = 0.

由 F ′(s) = 0，可得 F (s) 为常数，

F (s) = F (0) =

∫
R
e−πx2

dx = 1.

从而 (
e−π| · |2)∧(ξ) = ∫

Rn

e−π|x|2e−2πix·ξ dx =

∫
Rn

e−π|x|2e−2πi
∑n

j=1 xjξj dx

=

∫
Rn

e−π
∑n

j=1(xj+iξj)
2

eπ
∑n

j=1(iξj)
2

dx =

(∫
R
e−πx2

dx
)n

e−π|ξ|2 = e−π|ξ|2 .
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(2) 令 ϕ(x) = e−2π|x|，利用复分析中的恒等式

e−t =
1√
π

∫ ∞

0

e−u

√
u
e−t2/(4u) du, t > 0.

利用复变函数 f(z) =
1

1 + z2
eitz 在复平面上以原点为中心、R > 1 为半径的上半圆周上的积分运用

留数定理可得.
计算

ϕ̂(x) =

∫
Rn

e−2π|y|e−2πix·y dy

=

∫
Rn

(
1√
π

∫ ∞

0

e−u

√
u
e−4π2|y|2/(4u) du

)
e−2πix·y dy

=
1√
π

∫ ∞

0

e−u

√
u

(∫
Rn

e−π2|y|2/ue−2πix·y dy
)

du.

由结论 (i) (
e−4π2ε| · |2)∧(x) = (4πε)−n/2e−|x|2/(4ε).

令 ε =
1

4u
，则 ∫

Rn

e−π2|y|2/ue−2πix·y dy =
(
e−π2| · |2/u)∧(x) = (π

u

)−n/2

e−u|x|2 .

因此，

ϕ̂(x) =
1√
π

∫ ∞

0

e−u

√
u

(∫
Rn

e−π2|y|2/ue−2πix·y dy
)

du

=
1√
π

∫ ∞

0

e−u

√
u

(π
u

)−n/2

e−u|x|2 du = π−(n+1)/2

∫ ∞

0

e−u(1+|x|2)u(n−1)/2 du.

利用变量替换：s = (1 + |x|2)u，则

ϕ̂(x) =

∫
Rn

e−2π|y|e−2πix·y dy = π−(n+1)/2

∫ ∞

0

e−u(1+|x|2)u(n−1)/2 du

= π−(n+1)/2 1

(1 + |x|2)(n+1)/2

∫ ∞

0

s(n−1)/2e−s ds =
Γ
(
n+1
2

)
π(n+1)/2

1

(1 + |x|2)(n+1)/2
= P (x).

故 (
e−2π| · |)∧(x) = P (x).

定理 3.12. 设 f ∈ L1(Rn)，则

(a) ∫
Rn

f̂(x)e2πix·te−2πε|x| dx = (f ∗ P̃ε)(t) = (f ∗ Pε)(t).

(b) ∫
Rn

f̂(x)e2πix·te−4π2ε|x|2 dx =
(
f ∗ W̃ (·, ε)

)
(t) =

(
f ∗W (·, ε)

)
(t).

证明. 结合性质 (
e−2πε| · |)∧(x) = Pε(x),

(
e−4π2ε| · |2)∧(x) =W (x, ε).

再运用引理可得.
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利用恒等逼近核性质可得

推论 3.13. (1) 设 f ∈ L1(R)，则 f 的 Fourier 积分以 L1 范数可算术平均求和于 f(x)，即

‖σT − f‖1 → 0, T → +∞.

(2) 设 f ∈ L1(Rn)，则 f 的 Fourier 积分以 L1 范数可 Abel 求和于 f(x)，可 Gauss 求和于
f(x)，即

‖u(·, ε)− f‖1 → 0, ε→ 0+,

‖G(·, ε)− f‖1 → 0, ε→ 0+.

证明. 因为

σT (x) = (f ∗ FT−1)(x),

u(x, ε) = (f ∗ Pε)(x),

G(x, ε) =
(
f ∗W (·, ε)

)
(x).

注意到 Fejer 核 FT−1(x)，

F (x) =

(
sinπx
πx

)2

,

Poisson 核 Pε(x)，

P (x) = cn
1

(1 + |x|2)(n+1)/2
,

以及 G–W 核

W (x, ε) =W√
4πε(x) = (4πε)−n/2e−|x|2/(4ε).

都是恒等逼近核：可积且积分为 1.

利用恒等逼近算子的点态收敛定理可得

推论 3.14. (1) 设 f ∈ L1(R)，则 f 的 Fourier 积分在 f 的 Lebesgue 点 x 处可算术平均求和
于 f(x)，即

σT (x) → f(x), T → +∞.

从而可得 f 的 Fourier 积分几乎处处可算术平均求和于 f(x).
(2) 设 f ∈ L1(Rn)，则 f 的 Fourier 积分几乎处处可 Abel 求和于 f(x)，几乎处处可 Gauss 求
和于 f(x)，即

lim
ε→0+

u(x, ε) = f(x), a.e.

lim
ε→0+

G(x, ε) = f(x), a.e.

证明. 这是因为

σT (x) = (f ∗ FT−1)(x), F (x) =

(
sinπx
πx

)2

,

0 ≤ F (x) =

(
sinπx
πx

)2

≤ C

1 + x2
∈ L1(R).

u(x, ε) = (f ∗ Pε)(x), P (x) =
1

π

1

x2 + 1
∈ L1(R).

G(x, ε) =
(
f ∗W (·, ε)

)
(x), W (x) = e−πx2

∈ L1(R).
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这些核函数都满足恒等逼近算子的点态收敛定理的前提条件.

定理 3.15 (Fourier 变换反演公式). 设 f, f̂ ∈ L1(Rn)，那么

f(x) =

∫
Rn

f̂(t)e2πix·t dt, a.e.

特别地，上式在 f 的 Lebesgue 点处成立.

证明. 由定理 2 知 ∫
Rn

f̂(t)e2πix·te−4π2ε|t|2 dt =
(
f ∗W (·, ε)

)
(x).

因为

|f̂(t)e2πix·te−4π2ε|t|2 | ≤ |f̂(t)| ∈ L1(Rn).

运用控制收敛定理

lim
ε→0

∫
Rn

f̂(t)e2πix·te−4π2ε|t|2 dt =
∫
Rn

f̂(t)e2πix·t

(
lim
ε→0

e−4π2ε|t|2
)

dt =
∫
Rn

f̂(t)e2πix·t dt.

另一方面，由恒等逼近算子点态收敛性

lim
ε→0

(
f ∗W (·, ε)

)
(x) = f(x), a.e.

因此，

f(x) =

∫
Rn

f̂(t)e2πix·t dt, a.e.

注. (1) 如果 f, f̂ ∈ L1(Rn) 且 f 连续，那么定理 3 的结论处处成立. 因为如果 f 连续，则每个
点都是 Lebesgue 点.

(2) 因为
(
e−2πε| · |)∧(x) = Pε(x)，运用定理 3，

e−2πε|x| =

∫
Rn

Pε(t)e
2πix·t dt

处处成立. 令 x = 0，则有
∫
Rn Pε(t) dt = 1. 同时又有

e−2πε|x| =

∫
Rn

Pε(t)e
2πix·t dt =

∫
Rn

Pε(t)e
−2πix·(−t) dt

=

∫
Rn

Pε(−t)e−2πix·(−t) dt = P̂ε(x).

定理 3.16. 设 f ∈ L1(Rn)，f̂(x) ≥ 0 且 f 在 x = 0 处连续，那么 f̂ ∈ L1(Rn)，进而有

f(x) =

∫
Rn

f̂(t)e2πix·t dt, a.e.

特别地，f(0) =
∫
Rn f̂(t) dt.

证明. 利用 (
e−2πε| · |)∧(x) = Pε(x)

以及乘法公式， ∫
Rn

f̂(t)e−2πε|t| dt =
∫
Rn

f(t)Pε(t) dt = (f ∗ Pε)(0).
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因为 f 在 x = 0 处连续，则 x = 0 是 Lebesgue 点. 故

f(0) = lim
ε→0

(f ∗ Pε)(0) = lim
ε→0

∫
Rn

f̂(t)e−2πε|t| dt.

又因为 f̂(x) ≥ 0，运用 Fatou 引理，∫
Rn

f̂(t) dt =
∫
Rn

(
lim
ε→0

e−2πε|t|
)
f̂(t) dt

≤ lim
ε→0

∫
Rn

f̂(t)e−2πε|t| dt = f(0).

这表明 f̂ ∈ L1(Rn)，从而反演公式成立.

定理 3.17 (L1 函数 Fourier 变换的唯一性). 设 f1, f2 ∈ L1(Rn)，且对任意的 x ∈ Rn，f̂1(x) =
f̂2(x)，那么 f1 = f2，a.e.

证明. 令 f = f1 − f2，有 ∀x ∈ Rn

f̂(x) = f̂1(x)− f̂2(x) = 0.

运用反演公式，

f(x) =

∫
Rn

f̂(t)e2πix·t dt, a.e.

所以 f = 0，a.e.，可见 f1 = f2，a.e.

定义 3.3. 设 α > 0，记 Φα(x) = (1− |x|2)αχ|x|<1. 称

Bα
Rf(x) :=

∫
Rn

f̂(t)e2πix·tΦα

( t
R

)
dt

为 f 的 Fourier 积分的 Bochner–Riesz 平均.

问题 3.2. limR→∞Bα
Rf(x) = f(x)？（依 Lp 范收敛性、点态收敛性）

依 Lp 范收敛性 ⇐⇒ ‖Bα
Rf‖p ≤ Cp‖f‖p，∀f ∈ Lp(Rn). 另一方面，因为 Bα

Rf(x) =

Bα
1

(
f(·/R)

)
(Rx)，所以

‖Bα
Rf‖p ≤ Cp‖f‖p ⇐⇒ ‖Bα

1 f‖p ≤ Cp‖f‖p.

3.3 Fourier 变换的 L2 理论

定理 3.18 (Plancherel). 设 f ∈ L1(Rn) ∩ L2(Rn)，则 f̂ ∈ L2(Rn)，且

‖f‖2 = ‖f̂‖2.

证明. 对任意的 f ∈ L1(Rn) ∩ L2(Rn)，令

g(x) = f(−x),

则 g ∈ L1(Rn) ∩ L2(Rn)，且 ĝ = f̂ . 记 h = f ∗ g，由 Young 不等式，h ∈ L1(Rn) 且

ĥ(x) = f̂(x)ĝ(x) = f̂(x)f̂(x) = |f̂(x)|2 ≥ 0.

由卷积的一致连续性，h 在 Rn 上一致连续.
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可见 h ∈ L1(Rn)，h 在 Rn 上一致连续，且 ĥ(x) ≥ 0. 最后应用 3.2 节定理 4，

h(0) =

∫
Rn

ĥ(x) dx.

因此

‖f̂‖22 =

∫
Rn

ĥ(x) dx = h(0) =

∫
Rn

f(t)g(−t) dt

=

∫
Rn

f(t)f(t) dt =
∫
Rn

|f(t)|2 dt = ‖f‖22.

定义 3.4 (L2(Rn) 上的 Fourier 变换). 因为 L1(Rn) ∩ L2(Rn) 在 L2(Rn) 中的稠密性，则
∀g ∈ L2(Rn)，取 {gk} ⊂ L1(Rn) ∩ L2(Rn)，使得 ‖gk − g‖2 → 0，k → ∞. 从而

‖ĝk − ĝl‖2 = ‖(gk − gl)
∧‖2 = ‖gk − gl‖2 → 0, k, l → ∞.

这表明 {ĝk} 为 L2(Rn) 中的柯西列，故存在 g̃ ∈ L2(Rn)，

‖ĝk − g̃‖2 → 0, k → ∞.

定义 ĝ(x) = g̃(x). 由 Plancherel 定理，

‖ĝ‖2 = lim
k→∞

‖ĝk‖2 = lim
k→∞

‖gk‖2 = ‖g‖2.

对任意的 g ∈ L2(Rn)，g̃ 在几乎处处意义下是唯一的. 设存在 {gk}, {hk} ⊂ L1(Rn) ∩ L2(Rn)，
且

‖gk − g‖2 → 0, ‖hk − g‖2 → 0, k → ∞.

分别记 {ĝk} 和 {ĥk} 在 L2(Rn) 中极限为 g̃ 和 h̃. 下证 g̃ = h̃，a.e.

‖g̃ − h̃‖2 ≤ ‖g̃ − ĝk‖2 + ‖ĝk − ĥk‖2 + ‖ĥk − h̃‖2
≤ ‖g̃ − ĝk‖2 + ‖gk − hk‖2 + ‖ĥk − h̃‖2
≤ ‖g̃ − ĝk‖2 + ‖gk − g‖2 + ‖g − hk‖2 + ‖ĥk − h̃‖2
→ 0 (k → ∞).

故 g̃ = h̃，a.e.
至此，我们定义了 L2(Rn) 中函数的 Fourier 变换. 由上面讨论可知，L2(Rn) 中函数 f 的 Fourier

变换与基本列的选取无关，通常作如下选取比较方便：

fk(x) = f(x)χ|x|≤k, k ∈ N.

则 f̂(x) 是 ∫
B(0,k)

f(t)e−2πix·t dt

在 L2(Rn) 中的极限.

定理 3.19. 对任意的 f, g ∈ L2(Rn)，

(a) 乘法公式 ∫
Rn

f̂(x)g(x) dx =

∫
Rn

f(x)ĝ(x) dx.

(b) Parseval 等式 ∫
Rn

f(x)g(x) dx =

∫
Rn

f̂(x)ĝ(x) dx.
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证明. (a) 由 3.1 节得对任意的 f, g ∈ L1(Rn) ∩ L2(Rn)，乘法公式成立.
(1) 先考虑任意的 f ∈ L2(Rn)，g ∈ L1(Rn) ∩ L2(Rn)，取 fk ∈ L1(Rn) ∩ L2(Rn)，使得

‖fk − f‖2 → 0, k → ∞.

从而对于任意的 ĝ ∈ L2(Rn)，有∫
Rn

|fk(x)− f(x)| |ĝ(x)| dx ≤ ‖fk − f‖2‖ĝ‖2 → 0, k → ∞.

这表明 ∫
Rn

fk(x)ĝ(x) dx→
∫
Rn

f(x)ĝ(x) dx, k → ∞.

因为乘法公式对 fk, g 成立： ∫
Rn

fk(x)ĝ(x) dx =

∫
Rn

f̂k(x)g(x) dx.

前面已得

lim
k→∞

∫
Rn

fk(x)ĝ(x) dx =

∫
Rn

f(x)ĝ(x) dx.

同样，因为 ‖f̂k − f̂‖2 → 0，k → ∞. 所以

lim
k→∞

∫
Rn

f̂k(x)g(x) dx =

∫
Rn

f̂(x)g(x) dx.

因此 ∫
Rn

f(x)ĝ(x) dx =

∫
Rn

f̂(x)g(x) dx.

(2) 再考虑任意的 f, g ∈ L2(Rn)，取 gk ∈ L1(Rn) ∩ L2(Rn)，使得

‖gk − g‖2 → 0, k → ∞.

由 (1) 的结论， ∫
Rn

f(x)ĝk(x) dx =

∫
Rn

f̂(x)gk(x) dx.

因为 ‖gk − g‖2 → 0，k → ∞. 故

lim
k→∞

∫
Rn

f̂(x)gk(x) dx =

∫
Rn

f̂(x)g(x) dx.

另一方面，‖ĝk − ĝ‖2 → 0，k → ∞. 故

lim
k→∞

∫
Rn

f(x)ĝk(x) dx =

∫
Rn

f(x)ĝ(x) dx.

从而 ∀f, g ∈ L2(Rn)， ∫
Rn

f(x)ĝ(x) dx =

∫
Rn

f̂(x)g(x) dx.

(b) 由 L2(Rn) 的极化恒等式∫
Rn

f(x)g(x) dx = 〈f, g〉 = 1

4

{
‖f + g‖22 − ‖f − g‖22 + i‖f + ig‖22 − i‖f − ig‖22

}
,

以及 ∫
Rn

f̂(x)ĝ(x) dx = 〈f̂ , ĝ〉 = 1

4

{
‖f̂ + ĝ‖22 − ‖f̂ − ĝ‖22 + i‖f̂ + iĝ‖22 − i‖f̂ − iĝ‖22

}
.

再利用 Plancherel 定理：‖f̂‖2 = ‖f‖2，可推导出∫
Rn

f(x)g(x) dx =

∫
Rn

f̂(x)ĝ(x) dx.
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定理 3.20. 设 F 是 Fourier 变换，则 F 是 L2(Rn) 到 L2(Rn) 的有界线性算子，且为等距双
射，即 F 既是双射，对任意的 f ∈ L2(Rn)，有 ‖Ff‖2 = ‖f‖2.

证明. 由 Plancherel 定理得

‖Ff‖2 = ‖f̂‖2 = ‖f‖2.

从而 F 必是单射. 下证 F 是满射.
令

E = {ĝ : g ∈ L2(Rn)}.

则 E 是 L2(Rn) 的闭子空间.
原因如下，∀{f̂k} ⊂ E，且 ‖f̂k − g‖2 → 0，k → ∞. 由 Plancherel 定理

‖fm − fn‖2 = ‖f̂m − f̂n‖2 → 0, m, n→ ∞.

所以 {fk} 是 L2(Rn) 中的柯西列. 故存在 f0 ∈ L2(Rn)，使得

‖fk − f0‖2 → 0, k → ∞.

应用 Plancherel 定理，

‖f̂k − f̂0‖2 → 0, k → ∞.

又因为 limk→∞‖f̂k − g‖2 = 0，所以 g(x) = f̂0(x)，a.e. 这表明 E 是 L2(Rn) 的闭子空间.
假如 E 是 L2(Rn) 的闭真子空间，由 Hilbert 空间的正交分解定理，存在非零函数 g ∈ L2(Rn)\

E，且 ∀f̂ ∈ E，有 〈f̂ , g〉 = 0. 利用乘法公式，∀f ∈ L2(Rn)，∫
Rn

f̂(x)g(x) dx =

∫
Rn

f(x)ĝ(x) dx = 0.

进而有

‖g‖2 = ‖g‖2 = ‖ĝ‖2 = sup
∥f∥2≤1

|
∫
Rn

f(x)ĝ(x) dx| = 0.

则 g = 0，a.e. 这表明 E 不是 L2(Rn) 的闭真子空间，故 E = L2(Rn).

定理 3.21. 对任意的 f ∈ L2(Rn)，有 ̂̂
f(−x) = f(x)，a.e.，换言之，̂̂f = f̃，a.e.

证明. (1) 先证明 ∀f̂ ∈ L1(Rn) ∩ L2(Rn)，̂̂f(−x) = f(x)，a.e.
(i) ∀g ∈ L1(Rn) ∩ L2(Rn)，∫

Rn

̂̂
f(−x)g(x) dx =

∫
Rn

(∫
Rn

f̂(t)e2πix·t dt
)
g(x) dx

=

∫
Rn

(∫
Rn

g(x)e−2πix·t dx
)
f̂(t) dt

=

∫
Rn

f̂(t)ĝ(t) dt =
∫
Rn

f(t)g(t) dt.

(ii) ∀g ∈ L2(Rn)，取 {gk} ⊂ L1(Rn) ∩ L2(Rn)，使得 ‖gk − g‖2 → 0，k → ∞. 由 (i) 的结论，∫
Rn

̂̂
f(−x)gk(x) dx =

∫
Rn

f(x)gk(x) dx.

因为 limk→∞‖gk − g‖2 = 0，对上式取极限得 ∀g ∈ L2(Rn)，∫
Rn

̂̂
f(−x)g(x) dx =

∫
Rn

f(x)g(x) dx.
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所以 ∀f̂ ∈ L1(Rn) ∩ L2(Rn)，̂̂f(−x) = f(x)，a.e.
(2) 再考虑 ∀f̂ ∈ L2(Rn)，存在 {f̂k} ⊂ L1(Rn)∩L2(Rn)，使得 ‖f̂k − f̂‖2 → 0，k → ∞. 由 (1)

的结论， ̂̂
fk = f̃k，a.e. 于是

‖ ̂̂fk − f̃‖2 = ‖f̃k − f̃‖2 = ‖fk − f‖2 = ‖f̂k − f̂‖2 → 0.

另一方面，

‖ ̂̂fk − ̂̂f‖2 = ‖f̂k − f̂‖2 → 0.

综合两式可得 ̂̂
f = f̃，a.e.

推论 3.22 (L2 函数 Fourier 变换的唯一性). 设 f1, f2 ∈ L2(Rn)，且对任意的 x ∈ Rn，f̂1(x) =
f̂2(x)，则 f1 = f2，a.e.

证明. 由定理 4，

(f̂1 − f̂2)
∧ = f̃1 − f̃2, a.e.

因为

f̂1(x) = f̂2(x), ∀x ∈ Rn,

所以 f̃1(x)− f̃2(x) = 0，a.e. 故 f1 = f2，a.e.
或运用 Plancherel 定理，

‖f1 − f2‖2 = ‖f̂1 − f̂2‖2 = 0.

故 f1 = f2，a.e.

定理 3.23. 设 f ∈ L2(Rn)，g ∈ L1(Rn)，则

(f ∗ g)∧(x) = f̂(x)ĝ(x), a.e.

证明. 取 {fk} ⊂ L1(Rn) ∩ L2(Rn)，使得

‖fk − f‖2 → 0, k → ∞.

由 Plancherel 定理

‖(fk ∗ g)∧ − (f ∗ g)∧‖2 = ‖fk ∗ g − f ∗ g‖2.

再利用 Young 不等式

‖(fk ∗ g)∧ − (f ∗ g)∧‖2 = ‖fk ∗ g − f ∗ g‖2 ≤ ‖fk − f‖2‖g‖1 → 0.

另一方面，

(fk ∗ g)∧ = f̂k(x)ĝ(x).

从而

‖(fk ∗ g)∧ − f̂ ĝ‖2 = ‖f̂kĝ − f̂ ĝ‖2 = ‖(f̂k − f̂)ĝ‖2
≤ ‖f̂k − f̂‖2‖ĝ‖∞ ≤ ‖f̂k − f̂‖2‖g‖1 ≤ ‖fk − f‖2‖g‖1 → 0.

综合可得

(f ∗ g)∧(x) = f̂(x)ĝ(x), a.e.
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定义 3.5 (Lp(Rn) 上的 Fourier 变换（1 < p < 2）). 记

(L1 + L2)(Rn) =
{
f : f = f1 + f2, f1 ∈ L1(Rn), f2 ∈ L2(Rn)

}
.

对任意的 f ∈ (L1 + L2)(Rn)，定义 f 的 Fourier 变换为 f̂ = f̂1 + f̂2.
当 1 < p < 2，对任意的 f ∈ Lp(Rn)，令 f1 = fχ{|f |≥1}，f2 = fχ{|f |<1}. 则

f1 ∈ L1(Rn), f2 ∈ L2(Rn), f = f1 + f2.

这表明 Lp(Rn) ⊂ (L1 +L2)(Rn). 因此，Lp(Rn)（1 < p < 2）上的 Fourier 变换是有意义的.

性质 3.1. 设 f ∈ Lp(Rn)，g ∈ L1(Rn)，1 ≤ p ≤ 2，则

(f ∗ g)∧(x) = f̂(x)ĝ(x), a.e.

证明. 记 h = f ∗g，则 h ∈ Lp(Rn)，故 h的 Fourier 变换有意义. 分解 f = f1+f2，其中 f1 ∈ L1(Rn)，
f2 ∈ L2(Rn). 于是

ĥ(x) = (f1 ∗ g)∧(x) + (f2 ∗ g)∧(x) = f̂1(x)ĝ(x) + f̂2(x)ĝ(x)

= (f̂1 + f̂2)ĝ(x) = f̂(x)ĝ(x), a.e.

性质 3.2 (Hausdorff–Young 不等式). 设 1 ≤ p ≤ 2，Fourier 变换 F 是 Lp(Rn) 到 Lp′
(Rn) 的

有界线性算子，且 ‖f̂‖p′ ≤ ‖f‖p.

证明. 因为 Fourier 变换 F 是 (1,∞) 型：‖f̂‖∞ ≤ ‖f‖1；Fourier 变换 F 也是 (2, 2) 型：‖f̂‖2 ≤ ‖f‖2.
运用 Riesz–Thorin 插值定理，Fourier 变换 F 是 (p, p′) 型：‖f̂‖p′ ≤ ‖f‖p.

注. 对 Lp(Rn)（1 ≤ p ≤ 2）的函数 f 的 Fourier 变换已有定义，但当 f /∈ L1(Rn)，f̂(x) 不能
写成

∫
Rn f(t)e

−2πix·t dt.

3.4 复测度的 Fourier 变换

回顾：复测度. 设 B 是 Rn 上的 Borel 代数. 称集合函数 µ 是 B 上的复测度，如果 µ 满足

(i) µ : B → C；

(ii) µ(∅) = 0；

(iii) 可列可加性，即

µ

( ∞⋃
j=1

Ej

)
=

∞∑
j=1

µ(Ej),

其中 {Ej}∞j=1 ⊂ B 且当 j 6= k 时，Ej ∩ Ek = ∅.

显然，B 上的有限测度就是非负实值的复测度.

性质 3.3. 设 µ 是 B 上的复测度，记

|µ|(E) = sup
E=

∪
Ej

Ej∩Ek=∅

∞∑
j=1

|µ(Ej)|, Ej ∈ B.

则

(1) |µ| 是 B 上的有限测度，即 |µ|(Rn) <∞.
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(2) 对任意的 E ∈ B，有 |µ(E)| ≤ |µ|(E) ≤ |µ|(Rn).

设 µ 是 B 上的复测度，若对任意的 E ∈ B，有

sup|µ|(K) = |µ|(E) = inf|µ|(V ),

则称 µ 是复正则测度，其中上确界取遍所有包含在 E 中的紧集 K，下确界取遍所有包含 E 的开集
V . 第一个等式称为内正则条件，第二个等式称为外正则条件. 记 B 上复正则测度的全体为 M(Rn).

例 3.3. 设 a ∈ Rn，定义在 a 点的 Dirac 测度 δa 为：对于 Borel 可测集 E，

δa(E) =

1, a ∈ E,

0, a /∈ E.

当 a = 0，将 δ0 简记为 δ.

例 3.4. 设 φ ∈ L(Rn)，对于 Borel 可测集 E，令

µφ(E) =

∫
E

φ(x) dx.

那么 |µφ|(E) =
∫
E
|φ(x)| dx.

定义 3.6. 设 µ ∈ M(Rn)，m 是 B 上的 σ-有限测度.

(i) 如果对于任一个使得 m(E) = 0 的集合 E ∈ B，都有 µ(E) = 0，则称 µ 关于 m 绝对
连续，记为 µ� m.

(ii) 如果存在 A ∈ B，使得 |µ|(A) = 0，m(Ac) = 0，则称 µ 和 m 为相互奇异的，记为
µ ⊥ m.

性质 3.4 (Jordan 分解定理). 设 µ ∈ M(Rn)，则有下面的唯一分解

µ = µ1 − µ2 + i(µ3 − µ4),

其中 µj ∈ M(Rn)，µj ≥ 0，1 ≤ j ≤ 4. 此外，µ1 ⊥ µ2，µ3 ⊥ µ4.

性质 3.5 (Radon–Nikodym 定理). 设 µ ∈ M(Rn)，m 是 B 上的 σ-有限测度. 如果 µ � m，
那么存在 f ∈ L1(m)，使得对所有的 E ∈ B，有

µ(E) =

∫
E

f dm.

此外，|µ|(Rn) =
∫
Rn |f | dm = ‖f‖L1(m).

性质 3.6 (Lebesgue 分解定理). 设 µ ∈ M(Rn)，m 是 B 上的 σ-有限测度. 则存在唯一的
µa, µs ∈ M(Rn)，使得 µ = µa + µs，其中 µa � m 且 µs ⊥ m.

在 M(Rn) 中定义加法和数乘：

(µ+ ν)(E) = µ(E) + ν(E), µ, ν ∈ M(Rn), E ∈ B;
(cµ)(E) = cµ(E), E ∈ B, c ∈ C.

则 M(Rn) 是 C 上的向量空间. 此外，如果记 ‖µ‖M = |µ|(Rn)，则 (M(Rn), ‖ · ‖M) 为完备的赋范
空间.
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由 Riesz 表示定理，M(Rn) 是 C0(Rn) 上的连续线性泛函全体：∀f ∈ C0(Rn)

〈µ, f〉 =
∫
Rn

f(x) dµ(x).

上述内容参考 Rudin：《实分析与复分析》第六章.

3.4 复测度的 Fourier 变换

定义 3.7. 设 µ ∈ M(Rn)，f ∈ Lp(Rn) 且是 Borel 可测函数，1 ≤ p ≤ ∞. 则 f 与 µ 的卷
积定义为

(f ∗ µ)(x) =
∫
Rn

f(x− t) dµ(t), x ∈ Rn.

例 3.5. 对于 f ∈ Lp(Rn)，1 ≤ p ≤ ∞. 若 µ = δa，则

(f ∗ δa)(x) =
∫
Rn

f(x− t) dδa(t) = f(x− a).

若 µ = µφ，则

(f ∗ µφ)(x) =

∫
Rn

f(x− t)φ(t) dt = (f ∗ φ)(x).

定理 3.24. 设 µ ∈ M(Rn)，f ∈ Lp(Rn) 且是 Borel 可测函数，1 ≤ p ≤ ∞，则 f ∗µ ∈ Lp(Rn)，
且

‖f ∗ µ‖p ≤ ‖f‖p‖µ‖M.

证明. 若 1 ≤ p <∞，利用 Minkowski 积分不等式(∫
Rn

|(f ∗ µ)(x)|p dx
)1/p

=

(∫
Rn

|
∫
Rn

f(x− t) dµ(t)|p dx
)1/p

≤

(∫
Rn

(∫
Rn

|f(x− t)| d|µ|(t)

)p

dx
)1/p

≤
∫
Rn

(∫
Rn

|f(x− t)|p dx
)1/p

d|µ|(t) = ‖f‖p‖µ‖M.

若 p = ∞，Minkowski 积分不等式仍成立.

若将 Lp(Rn) 看作是商空间 Lp(Rn)/N，其中

N = {f : ‖f‖p = 0}.

那么 Lp(Rn) 中元素 f 是 f 所在等价类的代表. 此外，对任意的 f ∈ Lp(Rn)，存在 Rn 上的 Borel
可测函数 g，使得 g = f，a.e. 因此在讨论 Lp(Rn) 函数与 M(Rn) 中测度的卷积时，将此函数理解
为 Borel 可测函数. 在此意义下，也可以定义 Lp(Rn) 函数与 M(Rn) 测度的卷积.

定义 3.8. 设 µ ∈ M(Rn)，f ∈ Lp(Rn)，1 ≤ p ≤ ∞. 则 f 与 µ 的卷积定义为

(f ∗ µ)(x) =
∫
Rn

f(x− t) dµ(t), x ∈ Rn.

定理 3.25. 设 µ ∈ M(Rn)，f ∈ Lp(Rn)，1 ≤ p ≤ ∞，则 f ∗ µ ∈ Lp(Rn)，且

‖f ∗ µ‖p ≤ ‖f‖p‖µ‖M.
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定理 3.26. 设 µ ∈ M(Rn)，f ∈ C0(Rn)，则 f ∗ µ ∈ C0(Rn)，且

‖f ∗ µ‖∞ ≤ ‖f‖∞‖µ‖M.

证明. 由 Riesz 表示定理，对任意的 x ∈ Rn，(f ∗ µ)(x) 均有限. 运用控制收敛定理，当 x→ x0，

|
∫
Rn

[
f(x− t)− f(x0 − t)

]
dµ(t)| ≤

∫
Rn

|f(x− t)− f(x0 − t)| d|µ|(t) → 0.

以及当 |x| → ∞，

|
∫
Rn

f(x− t) dµ(t)| ≤
∫
Rn

|f(x− t)| d|µ|(t) → 0.

定义 3.9. 设 µ ∈ M(Rn)，测度 µ 的 Poisson 积分为

u(x, ε) ≡ (Pε ∗ µ)(x) =
∫
Rn

Pε(x− t) dµ(t) (ε > 0),

其中 Pε(x) 为 Poisson 核.
同样，可以定义测度 µ 的 Gauss 积分：

G(x, ε) =
(
W (·, ε) ∗ µ

)
(x) =

∫
Rn

W (x− t, ε) dµ(t).

定理 3.27. 设 µ ∈ M(Rn)，那么有

(i) 对 ∀ε > 0，µ 的 Poisson 积分在 Rn 上处处存在.
(ii) 对任意的 ε > 0，有 ‖Pε ∗ µ‖1 ≤ ‖µ‖M.

(iii) 对任意的 φ ∈ C0(Rn)，∫
Rn

φ(x)u(x, ε) dx→
∫
Rn

φ(x) dµ(x) dx, ε→ 0.

证明. (i) 注意到 Pε ∈ C0，结论由定理 2 可推得.
(ii) 因为 Pε ∈ L1，由定理 1，

‖Pε ∗ µ‖1 ≤ ‖Pε‖1‖µ‖M = ‖µ‖M.

(iii) ∀φ ∈ C0(Rn)，

|
∫
Rn

φ(x)u(x, ε) dx−
∫
Rn

φ(x) dµ(x) dx|

= |
∫
Rn

(∫
Rn

Pε(x− t) dµ(t)

)
φ(x) dx−

∫
Rn

φ(x) dµ(x) dx|

= |
∫
Rn

(∫
Rn

Pε(x− t)φ(x) dx
)
dµ(t)−

∫
Rn

φ(x) dµ(x) dx|

= |
∫
Rn

(Pε ∗ φ)(t) dµ(t)−
∫
Rn

φ(x) dµ(x) dx|

≤ ‖Pε ∗ φ− φ‖∞‖µ‖M → 0 (ε→ 0).
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定义 3.10. 设 µ ∈ M(Rn)，测度 µ 的 Fourier 变换为

µ̂(x) =

∫
Rn

e−2πix·t dµ(t), x ∈ Rn.

例 3.6. Dirac 测度 δa 的 Fourier 变换为

δ̂a(x) =

∫
Rn

e−2πix·t dδa(t) = e−2πix·a.

下面讨论测度 µ 的 Fourier 变换的性质.

定理 3.28. 设 µ ∈ M(Rn)，则

(i) µ̂ ∈ L∞ 且 ‖µ̂‖∞ ≤ ‖µ‖M.
(ii) µ̂ 在 Rn 上一致连续.

证明. (i) 由定义

|µ̂(x)| = |
∫
Rn

e−2πix·t dµ(t)| ≤
∫
Rn

d|µ|(t) = ‖µ‖M.

(ii) 对任意的 x ∈ Rn，h ∈ Rn，

|µ̂(x+ h)− µ̂(x)| = |
∫
Rn

[
e−2πi(x+h)·t − e−2πix·t]dµ(t)|

≤
∫
Rn

|e−2πih·t − 1| d|µ|(t) =
∫
Rn

|2 sin(πh · t)| d|µ|(t) → 0 (|h| → 0).

注. Riemann–Lebesgue 引理对M(Rn) 测度不成立.

例 3.7. δ̂ ≡ 1 /∈ C0.

定理 3.29. 设 µ, ν ∈ M(Rn).

(i) 乘法公式： ∫
Rn

µ̂(x) dν(x) =

∫
Rn

ν̂(x) dµ(x).

(ii) 与卷积的关系：若 f ∈ Lp(Rn)，1 ≤ p ≤ 2，那么

(f ∗ µ)∧(x) = f̂(x)µ̂(x).

(iii) 若 f, f̂ ∈ L1(Rn) 且 f 在 Rn 上连续，那么∫
Rn

f(x) dµ(x) =

∫
Rn

f̂(ξ)µ̂(−ξ) dξ,∫
Rn

f̂(x) dµ(x) =

∫
Rn

f(ξ)µ̂(ξ) dξ.

证明. (i) 利用 Fubini 定理∫
Rn

µ̂(x) dν(x) =

∫
Rn

(∫
Rn

e−2πix·t dµ(t)

)
dν(x)

=

∫
Rn

(∫
Rn

e−2πix·t dν(x)

)
dµ(t) =

∫
Rn

ν̂(t) dµ(t).
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(ii) 因为 f ∈ Lp(Rn)，1 ≤ p ≤ 2，由定理 1，

f ∗ µ ∈ Lp(Rn), 1 ≤ p ≤ 2.

从而 (f ∗ µ)∧ 有定义. 先考虑 ∀f ∈ L1(Rn)，则

f̂(x) =

∫
Rn

f(t)e−2πix·t dt.

(f ∗ µ)∧(x) =
∫
Rn

(∫
Rn

f(t− y) dµ(y)

)
e−2πix·t dt

=

∫
Rn

(∫
Rn

f(t− y)e−2πix·(t−y) dt
)
e−2πix·y dµ(y)

= f̂(x)

∫
Rn

e−2πix·y dµ(y) = f̂(x)µ̂(x).

再考虑 f ∈ L2(Rn)，取 {fk} ⊂ L1(Rn) ∩ L2(Rn)，使得

‖fk − f‖2 → 0, k → ∞.

由第一步得知

(fk ∗ µ)∧(x) = f̂k(x)µ̂(x).

令 k → ∞，由 Plancherel 定理和定理 1，

‖(fk ∗ µ)∧ − (f ∗ µ)∧‖2 = ‖fk ∗ µ− f ∗ µ‖2 ≤ ‖fk − f‖2‖µ‖M → 0,

‖f̂kµ̂− f̂ µ̂‖2 ≤ ‖f̂k − f̂‖2‖µ̂‖∞ ≤ ‖fk − f‖2‖µ‖M → 0.

综合可得 ∀f ∈ L2(Rn)，

(f ∗ µ)∧(x) = f̂(x)µ̂(x).

最后证明 ∀f ∈ Lp(Rn)，1 ≤ p ≤ 2，分解

f = f1 + f2, f1 ∈ L1(Rn), f2 ∈ L2(Rn).

从而

(f ∗ µ)∧ = (f1 ∗ µ)∧ + (f2 ∗ µ)∧ = f̂1µ̂+ f̂2µ̂ = f̂ µ̂.

(iii) 利用反演公式：∀x ∈ Rn，

f(x) =

∫
Rn

f̂(ξ)e2πix·ξ dξ

可推出 ∫
Rn

f(x) dµ(x) =

∫
Rn

(∫
Rn

f̂(ξ)e2πix·ξ dξ
)
dµ(x)

=

∫
Rn

f̂(ξ)

(∫
Rn

e2πix·ξ dµ(x)

)
dξ =

∫
Rn

f̂(ξ)µ̂(−ξ) dξ.

另一方面， ∫
Rn

f̂(x) dµ(x) =

∫
Rn

(∫
Rn

f(t)e−2πix·t dt
)
dµ(x)

=

∫
Rn

f(t)

(∫
Rn

e−2πix·t dµ(x)

)
dt =

∫
Rn

f(t)µ̂(t) dt.
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推论 3.30. 设 φ 是 Rn 上的连续函数，则 φ 是M(Rn) 中测度的 Fourier 变换的充要条件是：
存在常数 C > 0，使得对任意的 f ∈ C0(Rn) ∩ L1(Rn) 且 f̂ 具有紧支集，都有

|
∫
Rn

f̂(ξ)φ(−ξ) dξ| ≤ C sup
x∈Rn

|f(x)|.

证明. (1) 若 φ = µ̂，其中 µ ∈ M(Rn). 由定理 5，

|
∫
Rn

f̂(ξ)φ(−ξ) dξ| = |
∫
Rn

f̂(ξ)µ̂(−ξ) dξ| = |
∫
Rn

f(x) dµ(x)| ≤ sup
x∈Rn

|f(x)| ‖µ‖M.

(2) 反之，记 K = {ǧ : g ∈ C∞
c (Rn)}，则 K 在 C0(Rn) 中稠密. 若对任意的 f ∈ C0(Rn)∩L1(Rn)

满足 f̂ 具有紧支集，有

|
∫
Rn

f̂(ξ)φ(−ξ) dξ| ≤ C sup
x∈Rn

|f(x)|.

这表明

L : f 7→
∫
Rn

f̂(ξ)φ(−ξ) dξ

是 K 上的连续线性泛函. 由稠密性 L 可延拓为 C0(Rn) 上的连续线性泛函. 再应用 Riesz 表示定
理，存在 µ ∈ M(Rn)，使得

L(f) = 〈µ, f〉 =
∫
Rn

f(x) dµ(x),

且 ‖L‖ = ‖µ‖M. 下证 φ = µ̂.
应用定理 5，则对任意的 f ∈ K

L(f) =

∫
Rn

f(x) dµ(x) =

∫
Rn

f̂(ξ)µ̂(−ξ) dξ =
∫
Rn

f̂(ξ)φ(−ξ) dξ.

即 ∀f̂ ∈ C∞
c (Rn)，有 ∫

Rn

f̂(ξ)
[
µ̂(−ξ)− φ(−ξ)

]
dξ = 0.

由 C∞
c (Rn) 在 C0(Rn) 中的稠密性，∀g ∈ Cc(Rn)，∫

Rn

g(ξ)
[
µ̂(−ξ)− φ(−ξ)

]
dξ = 0.

记 u(ξ) = µ̂(−ξ)− φ(−ξ) ∈ C(Rn)，令 gk = uχB(0,k) ∈ Cc(Rn)，∫
Rn

gk(ξ)u(ξ) dξ =
∫
Rn

|u(ξ)|2χB(0,k) dξ = 0.

利用单调递增收敛定理， ∫
Rn

|u(ξ)|2 dξ = 0.

故 u = 0，所以 φ = µ̂.

定义 3.11. 设 µ ∈ M(Rn)，测度 µ 的 Fourier 积分为∫
Rn

µ̂(t)e2πix·t dt.

测度 µ 的 Fourier 积分的 Abel 平均定义为

Aε(µ)(x) :=

∫
Rn

µ̂(t)e2πix·te−2πε|t| dt.

同样，可以定义测度 µ 的 Fourier 积分的 Gauss 平均.
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定理 3.31. 设 µ ∈ M(Rn)，则

(i) Aε(µ)(x) = (Pε ∗ µ)(x).
(ii) 对任意的 φ ∈ C0(Rn)，∫

Rn

φ(x)Aε(µ)(x) dx→
∫
Rn

φ(x) dµ(x) dx, ε→ 0.

证明. (1) 首先论证 Aε(µ)(t) = (Pε ∗ µ)(t). 记 dν(x) = e2πix·te−2πε|x| dx，则

Aε(µ)(t) =

∫
Rn

µ̂(x)e2πix·te−2πε|x| dx =

∫
Rn

µ̂(x) dν(x) =

∫
Rn

ν̂(y) dµ(y)

=

∫
Rn

(∫
Rn

e−2πix·y dν(x)

)
dµ(y)

=

∫
Rn

(∫
Rn

e−2πix·ye2πix·te−2πε|x| dx
)
dµ(y)

=

∫
Rn

(∫
Rn

e−2πix·(y−t)e−2πε|x| dx
)
dµ(y)

=

∫
Rn

Pε(y − t) dµ(y) = (Pε ∗ µ)(t).

(2) 应用定理 3 可得结论.

推论 3.32 (测度 µ 的 Fourier 变换的唯一性). 设 µ1, µ2 ∈ M(Rn)，且 µ̂1 = µ̂2，那么 µ1 = µ2.

证明. 令 µ = µ1 − µ2，则 µ̂ = 0. 从而 Aε(µ) = 0. 应用定理 6 可得 µ = 0，即 µ1 = µ2.

3.5 复测度的卷积

设 E ∈ B. 记 E(2) = {(x, y) ∈ Rn × Rn : x+ y ∈ E}. 则 E(2) 是 Rn × Rn 中的 Borel 集.
令 E(1) = E ×Rn，则 E(1) 是 Rn ×Rn 中的 Borel 集. 作映射 φ : Rn ×Rn → Rn ×Rn，满足

φ((x, y)) = (x− y, y)，则 φ 是双射，且 φ，φ−1 均连续. 易见 φ(E(1)) = E(2)，故 E(2) 是 Rn ×Rn

中的 Borel 集.

定义 3.12. 设 µ, ν ∈ M(Rn)，测度 µ 和 ν 的卷积 µ ∗ ν 为

(µ ∗ ν)(E) = (µ× ν)(E(2)), E ∈ B.

定理 3.33. 设 µ, ν ∈ M(Rn)，则

(a) µ ∗ ν ∈ M(Rn).
(b) 对任意的 E ∈ B 和 x ∈ Rn，记 E − x = {y − x : y ∈ E}，那么

(µ ∗ ν)(E) =

∫
Rn

ν(E − x) dµ(x) =

∫
Rn

µ(E − y) dν(y).

(c) µ ∗ ν = ν ∗ µ.
(d) 对于 Rn 上任意复值有界的 Borel 可测函数 f，∫

Rn

f(x) d(µ ∗ ν)(x) =
∫
Rn

∫
Rn

f(x+ y) dµ(x) dν(y).

(e) ‖µ ∗ ν‖M ≤ ‖µ‖M‖ν‖M.
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证明. (a) 首先验证满足可数可加性. 设 {Ej}∞j=1 ⊂ B 且当 j 6= k 时，Ej ∩Ek = ∅. 设 E =
⋃∞

j=1Ej，
由定义

(µ ∗ ν)(E) = (µ ∗ ν)

( ∞⋃
j=1

Ej

)
= (µ× ν)

( ∞⋃
j=1

(Ej)(2)

)

=
∞∑
j=1

(µ× ν)
(
(Ej)(2)

)
=

∞∑
j=1

(µ ∗ ν)(Ej).

再验证正则性. 由 Jordan 分解定理，只需假设 µ 和 ν 是测度. 设 E ∈ B. 一方面，对任意的紧集
K ⊂ E，都有

(µ ∗ ν)(K) ≤ (µ ∗ ν)(E).

另一方面，由乘积测度 µ× ν 的正则性，∀ε > 0，存在紧集 F ⊂ E(2)，使得

(µ× ν)(F ) > (µ× ν)(E(2))− ε.

记 ϕ : (x, y) → x+ y 是 Rn × Rn → Rn 的映射. 令 H = ϕ(F )，则有

H = ϕ(F ) ⊂ ϕ(E(2)) ⊂ E.

由 ϕ 的连续性，H 是 Rn 中的紧集. 又因为 F ⊂ ϕ−1(H) = H(2)，所以

(µ ∗ ν)(H) = (µ× ν)(H(2)) ≥ (µ× ν)(F )

> (µ× ν)(E(2))− ε = (µ ∗ ν)(E)− ε.

因此

sup(µ ∗ ν)(K) = (µ ∗ ν)(E),

其中上确界取遍所有包含于 E 中的紧集 K，故 µ ∗ ν 满足内正则条件. 同理可证 µ ∗ ν 满足外正则
条件.

(b) 设 E ∈ B，

(µ ∗ ν)(E) =

∫
Rn

χE(x) d(µ ∗ ν)(x),

因为 (x, y) ∈ E(2) ⇐⇒ x+ y ∈ E，所以

(µ ∗ ν)(E) = (µ× ν)(E(2)) =

∫
Rn

∫
Rn

χE(2)
(x, y) d(µ× ν)

=

∫
Rn

∫
Rn

χE(x+ y) d(µ× ν).

运用 Fubini 定理， ∫
Rn

χE(x) d(µ ∗ ν)(x) =
∫
Rn

∫
Rn

χE(x+ y) d(µ× ν)

=

∫
Rn

∫
Rn

χE(x+ y) dµ(x) dν(y)

=

∫
Rn

∫
Rn

χE(x+ y) dν(y) dµ(x).

又因为 χE(x+ y) = χE−x(y)，所以

(µ ∗ ν)(E) =

∫
Rn

χE(x) d(µ ∗ ν)(x) =
∫
Rn

∫
Rn

χE(x+ y) dν(y) dµ(x)

=

∫
Rn

ν(E − x) dµ(x).

同理可证

(µ ∗ ν)(E) =

∫
Rn

µ(E − y) dν(y).
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(c) 由 (b) 可得

(ν ∗ µ)(E) =

∫
Rn

ν(E − y) dµ(y) = (µ ∗ ν)(E).

(d) 由 (b) 的证明可得对于 Rn 上任意简单 Borel 可测函数 φ，∫
Rn

φ(x) d(µ ∗ ν)(x) =
∫
Rn

∫
Rn

φ(x+ y) dµ(x) dν(y).

设 f 是 Rn 上的复值有界 Borel 可测函数，存在一列简单 Borel 可测函数 {φk}，使得

sup
x∈Rn

|φk(x)− f(x)| → 0, k → ∞.

运用控制收敛定理 ∫
Rn

φk(x) d(µ ∗ ν)(x) →
∫
Rn

f(x) d(µ ∗ ν)(x);∫
Rn

∫
Rn

φk(x+ y) dµ(x) dν(y) →
∫
Rn

∫
Rn

f(x+ y) dµ(x) dν(y).

(e) 由 Riesz 表示定理

‖µ‖M = sup
f∈C0(Rn)
∥f∥∞≤1

|〈µ, f〉| = sup
f∈C0(Rn)
∥f∥∞≤1

|
∫
Rn

f(x) dµ(x)|.

所以

‖µ ∗ ν‖M = sup
f∈C0, ∥f∥∞≤1

|
∫
Rn

f d(µ ∗ ν)|

= sup
f∈C0, ∥f∥∞≤1

|
∫
Rn

∫
Rn

f(x+ y) dµ(x) dν(y)|

≤ sup
f∈C0, ∥f∥∞≤1

∫
Rn

∫
Rn

|f(x+ y)| d|µ|(x) d|ν|(y)

≤

(∫
Rn

d|µ|

)(∫
Rn

d|ν|

)
= ‖µ‖M‖ν‖M.

性质 3.7. 设 µ, ν ∈ M(Rn)，则

µ̂ ∗ ν(x) = µ̂(x)ν̂(x).

证明. 由定义

µ̂ ∗ ν(x) =
∫
Rn

e−2πix·t d(µ ∗ ν)(t)

=

∫
Rn

∫
Rn

e−2πix·(t+y) dµ(t) dν(y)

=

∫
Rn

e−2πix·t dµ(t)

∫
Rn

e−2πix·y dν(y) = µ̂(x)ν̂(x).
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本章介绍 Schwartz 空间及其 Fourier 变换、分布与缓增分布，以及缓增分布上的卷积、微分与
Fourier 变换。

4.1 Schwartz 函数及其 Fourier 变换

定义 4.1 (Schwartz 函数). 若 f ∈ C∞(Rn)，且对任意多重指标 α, β ∈ Zn
+，都有

ρα,β(f) := sup
x∈Rn

|xα||Dβf(x)| <∞,

则称 f 是 Schwartz 函数（速降函数）. Schwartz 函数全体记为 S(Rn).

注. 对任意 α, β ∈ Zn
+，ρα,β 是 S(Rn) 上的半范. {ρα,β} 是一可列具有分离性的半范族，则可以

诱导出 S(Rn) 上的 Hausdorff 局部凸拓扑 (S(Rn), τ). 对于任意的 α, β ∈ Zn
+，n ∈ N，记

V (ρα,β , n) =
{
x ∈ S(Rn) : ρα,β(x) <

1
n

}
.

令

B =
{
V (ρα,β , n) 有限交 : α, β ∈ Zn

+, n ∈ N
}
,

则 B 是 (S(Rn), τ) 的局部基.

78



4. Schwartz 函数和缓增分布 79

设 fj , f ∈ S(Rn)，如果有 ∀α, β ∈ Zn
+，

ρα,β(fj − f) → 0, j → ∞,

就称 {fj} 在 S(Rn) 中收敛到 f，记为

fj
S−→ f, j → ∞.

设 fj ∈ S(Rn)，如果有

fj − fk
S−→ 0, j, k → ∞,

就称 {fj} 是 S(Rn) 中的基本列.

注. 参考泛函分析的 “拓扑线性空间” 内容.

性质 4.1 (多重指标). 对于任意多重指标 α = (α1, . . . , αn) ∈ Zn
+，

|α| = α1 + · · ·+ αn, xα = xα1
1 · · ·xαn

n ,

则有

|xα| ≤ Cn,α|x||α|.

反之，对任意的 k ∈ Z+，

|x|k ≤ Cn,k

∑
|β|=k

|xβ |.

性质 4.2 (Schwartz 函数等价刻画). 对任意的 α ∈ Zn
+，N ∈ N，存在常数 Cα,N > 0，有

|Dαf(x)| ≤ Cα,N
1

(1 + |x|)N
.

由此可见 f 和它的各阶微商在无穷远处趋于零的速度比 |x| 的任意次负幂都快. 所以它们在无
穷远处急速下降到零，故称 f 为速降函数.

性质 4.3 (莱布尼茨法则). 设 f, g ∈ C∞(Rn)，多重指标 α = (α1, . . . , αn). 则

Dα(fg) =
∑

|β|≤|α|
βj≤αj

Cβ1
α1

· · ·Cβn
αn

(
Dα−βf

)(
Dβg

)
.

例 4.1. (1) e−|x|2 ∈ S(Rn)，但是 e−|x| /∈ S(Rn)（在零点不可微）.
(2) C∞

c (Rn) 中的函数都是 Schwartz 函数. 由此可见

C∞
c (Rn) ⊂ S(Rn) ⊂ C∞(Rn).

(3) 1

1 + |x|4
∈ C∞(Rn)，但

1

1 + |x|4
/∈ S(Rn).

(4) 若 f ∈ S(Rn)，P (x) 是多项式函数，那么 P (x)f(x) ∈ S(Rn).
(5) 若 f ∈ S(Rn)，那么对于任意多重指标 α，有 Dαf ∈ S(Rn).
(6) 若 f, g ∈ S(Rn)，那么 fg ∈ S(Rn).

定理 4.1. (i) 若 1 ≤ p <∞，S(Rn) ⊂ Lp(Rn)，且当 f ∈ S(Rn)，有

‖f‖p ≤ Cn,p

∑
α

ρα,0(f),
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其中
∑

α 为有限和.
(ii) 若 p = ∞，S(Rn) ⊂ C0(Rn) ⊂ L∞(Rn).

证明. (i) 若 1 ≤ p <∞，对任意 f ∈ S(Rn)，

‖f‖p ≤
(∫

|x|≤1

|f(x)|p dx
)1/p

+
(∫

|x|>1

|f(x)|p dx
)1/p

≤ ‖f‖∞
(∫

|x|≤1

dx
)1/p

+
(∫

|x|>1

[
|x|2n|f(x)| |x|−2n

]p dx
)1/p

≤ v1/pn ‖f‖∞ + sup
x∈Rn

(
|x|2n|f(x)|

)(∫
|x|>1

|x|−2np dx
)1/p

.

因为 f ∈ S(Rn)，则

‖f‖p ≤ v1/pn ‖f‖∞ + sup
x∈Rn

(
|x|2n|f(x)|

)(∫
|x|>1

|x|−2np dx
)1/p

= v1/pn ‖f‖∞ + Cn,p sup
x∈Rn

(
|x|2n|f(x)|

)
≤ Cn,p

∑
|α|≤2n

ρα,0(f).

最后一个不等式用了性质

|x|2n|f(x)| ≤ Cn

∑
|β|=2n

|xβf(x)|.

(ii) 若 p = ∞，对任意 f ∈ S(Rn)，

‖f‖∞ ≤ ρ0,0(f) <∞.

故 S(Rn) ⊂ L∞(Rn). 而且存在常数 M > 0，有

|f(x)| ≤ M

1 + |x|
.

故 S(Rn) ⊂ C0(Rn).

定理 4.2. S(Rn) 中的基本列是收敛列，从而 S(Rn) 是完备的.

证明. 若 {fj} 是 S(Rn) 中的基本列，则对任意的 α, β ∈ Zn
+，

ρα,β(fk − fl) → 0, k, l → ∞.

于是对任意 β ∈ Zn
+，

sup
x∈Rn

|Dβfk(x)−Dβfl(x)| → 0.

这表明 {Dβfk} 是 C(Rn) 中的基本列，故对任意 β ∈ Zn
+，{Dβfk} 在 Rn 上一致收敛. 从而存在

φ，使得对任意 β ∈ Zn
+，

sup
x∈Rn

|Dβfk(x)−Dβφ(x)| → 0.

同理，因为对任意 α, β ∈ Zn
+，

sup
x∈Rn

|xα||Dβfk(x)−Dβfl(x)| → 0,

可推得

sup
x∈Rn

|xα||Dβfk(x)−Dβφ(x)| → 0.
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因此，对任意 α, β ∈ Zn
+，有

ρα,β(fk − φ) → 0, k → ∞.

最后，对于任意的 α, β ∈ Zn
+，都可以找到某个 k0，使得

ρα,β(φ) ≤ ρα,β(fk0 − φ) + ρα,β(fk0) <∞.

这说明 φ ∈ S(Rn). 故 fj
S−→ φ.

(S(Rn), τ) 是可度量化的. 对任意 α, β ∈ Zn
+，记

dα,β(f, g) = ρα,β(f − g), ∀f, g ∈ S(Rn).

可将 {dα,β(f, g) : α, β ∈ Zn
+} 排成一列，并记为 {dn(f, g)}∞n=1，则对任意 f, g ∈ S(Rn)，令

d(f, g) =
∞∑

n=1

2−n dn(f, g)

1 + dn(f, g)
.

则当 k → ∞，

d(fk, g) → 0 ⇐⇒ dn(fk, g) → 0, ∀n.

由 dn 的构造，它们还等价于

ρα,β(fk − g) → 0, ∀α, β ∈ Zn
+.

这表明距离 d 和半范族 {ρα,β} 诱导了 S(Rn) 上的同一拓扑.
一方面，若存在某个 n，dn(fk, g) 6→ 0，显然

∞∑
n=1

2−n dn(fk, g)

1 + dn(fk, g)
6→ 0.

另一方面，对任意 ε > 0，存在 N > 0，使得
∞∑

n=N

2−n dn(fk, g)

1 + dn(fk, g)
≤

∞∑
n=N

2−n <
ε

2
.

因为对任意 n，都有 dn(fk, g) → 0. 则存在 k0，使得对任意 k > k0，

N−1∑
n=1

2−ndn(fk, g) <
ε

2
.

从而

d(fk, g) =
∞∑

n=1

2−n dn(fk, g)

1 + dn(fk, g)

≤
N−1∑
n=1

2−ndn(fk, g) +
∞∑

n=N

2−n dn(fk, g)

1 + dn(fk, g)

<
ε

2
+
ε

2
= ε.

因此

d(fk, g) → 0 ⇐⇒ dn(fk, g) → 0, ∀n.

定理 4.3. (1) 设 φ ∈ S(Rn)，对任意 α, β ∈ Zn
+，映射

T : φ 7→ xαDβφ

是连续的.
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(2) 设 φ ∈ S(Rn)，平移变换

Thφ(x)
S−→ φ(x), |h| → 0.

(3) 设 φ ∈ S(Rn)，h = (0, . . . , 0, hk, 0, . . . , 0) ∈ Rn，则

φ(x)− φ(x− h)

hk

S−→ ∂φ

∂xk
, |h| → 0.

(4) 设 f ∈ Lp(Rn)，1 ≤ p ≤ ∞，φ ∈ S(Rn)，那么 f ∗ φ ∈ C∞(Rn)，且对任意 α ∈ Zn
+，

Dα(f ∗ φ)(x) = (f ∗Dαφ)(x).

证明. (1) 只需证明当 φk
S−→ 0，则有

xαDβφk
S−→ 0, k → ∞.

也就是证明对任意 γ, δ ∈ Zn
+ 多重指标，有 ργ,δ(x

αDβφk) → 0. 因为

ργ,δ(x
αDβφk) ≤ C

∑
α′,β′

ρα′,β′(φk), |α′| ≤ |α|+ |γ|, |β′| ≤ |β|+ |δ|.

又因为 φk ∈ S(Rn)，所以

ργ,δ(x
αDβφk) ≤ C

∑
α′,β′

ρα′,β′(φk) → 0, k → ∞.

（关键：
∑

α′,β′ 是有限和.）
(2) 对于任意的多重指标 α, β ∈ Zn

+，当 |h| 充分小，

|xαDβ(Thφ− φ)(x)| = |xα
(
Dβφ(x− h)−Dβφ(x)

)
|

≤ |xα||∇(Dβφ)(x− θh)||h|

≤ |(x− θh+ θh)α|
∑

|β′|=|β|+1

|Dβ′
φ(x− θh)||h|

≤

∣∣∣∣∣ ∑
γ+γ′=α

Cγ,γ′(x− θh)γ(θh)γ
′

∣∣∣∣∣ ∑
|β′|=|β|+1

|Dβ′
φ(x− θh)||h|

≤ C
∑

|γ|≤|α|
|β′|=|β|+1

|(x− θh)γ ||Dβ′
φ(x− θh)||h|

≤ C|h|
∑

|γ|≤|α|
|β′|=|β|+1

ργ,β′(φ).

因为 φ ∈ S(Rn)，则

ρα,β(Thφ− φ) = sup
x∈Rn

|xαDβ(Thφ− φ)(x)|

≤ C|h|
∑

|γ|≤|α|
|β′|=|β|+1

ργ,β′(φ) → 0 (|h| → 0).
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(3) 对任意 α, β ∈ Zn
+，对任意 h = (0, . . . , 0, hk, 0, . . . , 0)，∣∣∣∣∣xαDβ

(
φ(x)− φ(x− h)

hk
− ∂φ

∂xk
(x)

)∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣xα
[
Dβφ(x)−Dβφ(x− h)

hk
−Dβ

(
∂φ

∂xk

)
(x)

]∣∣∣∣∣
≤ |xα|

∣∣∣∣∣∂(Dβφ)

∂xk
(x− θh)− ∂(Dβφ)

∂xk
(x)

∣∣∣∣∣
≤ |xα|

∣∣∣∣∣ ∂2∂x2k (Dβφ)(x− θ′h)

∣∣∣∣∣|θh|.
因此 ∣∣∣∣∣xαDβ

(
φ(x)− φ(x− h)

hk
− ∂φ

∂xk
(x)

)∣∣∣∣∣ ≤ |xα|

∣∣∣∣∣ ∂2∂x2k (Dβφ)(x− θ′h)

∣∣∣∣∣|θh|.
因为 φ ∈ S(Rn)，由 Schwartz 函数等价刻画，∣∣∣∣∣ ∂2∂x2k (Dβφ)(x− θ′h)

∣∣∣∣∣ ≤ CM

(1 + |x− θ′h|)M
, ∀x ∈ Rn.

这里选取 M 满足 M > 2|α|. 从而

sup
|x|>1

|xα|

∣∣∣∣∣ ∂2∂x2k (Dβφ)(x− θ′h)

∣∣∣∣∣|θh| ≤ sup
|x|>1

|xα| CM

(1 + |x− θ′h|)M
|θh|

≤ sup
|x|>1

C
|x||α|

(1 + |x|)M
|h| ≤ C|h| → 0.

另一方面

sup
|x|≤1

|xα|

∣∣∣∣∣ ∂2∂x2k (Dβφ)(x− θ′h)

∣∣∣∣∣|θh| ≤ sup
|x|≤1

∣∣∣∣∣ ∂2∂x2k (Dβφ)(x− θ′h)

∣∣∣∣∣|h|
≤

∑
|β′|=|β|+2

ρ0,β′(φ)|h| → 0.

因此

sup
x∈Rn

∣∣∣∣∣xαDβ

(
φ(x)− φ(x− h)

hk
− ∂φ

∂xk
(x)

)∣∣∣∣∣→ 0, |h| → 0.

即
φ(x)− φ(x− h)

hk

S−→ ∂φ

∂xk
, |h| → 0.

(4) 因为 φ ∈ S(Rn)，由 Schwartz 函数的等价刻画：对任意 α ∈ Zn
+，

|Dαφ(x− y)| ≤ Cα

(1 + |x− y|)n+1
.

对任意的有界集 E ⊂ Rn，不妨设 E ⊂ B(0,M)，M > 0. 则

(M + 1)
(
1 + |x− y|

)
≥M + 1 + |y| − |x| ≥ 1 + |y|, ∀x ∈ E, y ∈ Rn.

因此

sup
x∈E

|Dαφ(x− y)| ≤ Cα,E

(1 + |y|)n+1
.
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由 Weierstrass 判别法，
∫
Rn f(y)D

αφ(x− y) dy 关于参变量 x ∈ E 一致收敛（内闭一致收敛）. 故

Dα(f ∗ φ)(x) = Dα

(∫
Rn

f(y)φ(x− y) dy
)

=

∫
Rn

f(y)Dαφ(x− y) dy = (f ∗Dαφ)(x).

定理 4.4. (1) 对于 1 ≤ p < ∞，C∞
c (Rn) 在 Lp(Rn) 中稠密. 对于 p = ∞，C∞

c (Rn) 在
C0(Rn) 中按 L∞ 范数稠密.

(2) 对于 1 ≤ p < ∞，S(Rn) 在 Lp(Rn) 中稠密. 对于 p = ∞，S(Rn) 在 C0(Rn) 中按 L∞

范数稠密.

证明. (1) 若 1 ≤ p < ∞，因为具有紧支集的 Lp(Rn) 函数全体在 Lp(Rn) 中是稠密的，则对任意
f ∈ Lp(Rn)，对任意充分小的 δ > 0，存在具有紧支集的函数 g ∈ Lp(Rn)，使得 ‖f − g‖p < δ. 选
取辅助函数 φ ∈ C∞

c (Rn)，满足
∫
Rn φ(x) dx = 1. 构造 g ∗ φε ∈ C∞

c (Rn). 利用恒等逼近核性质，

‖g ∗ φε − g‖p → 0, ε→ 0.

从而有 ‖g ∗ φε − f‖p → 0.
若 p = ∞，因为 Cc(Rn) 在 C0(Rn) 中是稠密的，则对任意 f ∈ C0(Rn)，对任意充分小的 δ > 0，

存在 g ∈ Cc(Rn)，使得 ‖f − g‖∞ < δ. 选取同样的辅助函数 φ ∈ C∞
c (Rn)，满足

∫
Rn φ(x) dx = 1.

则 g ∗ φε ∈ C∞
c (Rn). 利用恒等逼近核性质，

‖g ∗ φε − g‖∞ → 0, ε→ 0.

从而有 ‖g ∗ φε − f‖∞ → 0.
(2) 因为若 1 ≤ p <∞，

C∞
c (Rn) ⊂ S(Rn) ⊂ Lp(Rn);

若 p = ∞，有

C∞
c (Rn) ⊂ S(Rn) ⊂ C0(Rn).

Schwartz 函数的 Fourier 变换

定理 4.5. Fourier 变换是 S(Rn) → S(Rn) 上的连续线性算子，且为双射，其逆变换也连续.

证明. (1) 要证 Fourier 变换 F 连续，只需证当 φk
S−→ 0，k → ∞，则 φ̂k

S−→ 0.
对任意的多重指标 α, β ∈ Zn

+，对任意 φ ∈ S(Rn)，有

|xα(Dβφ̂)(x)| = |xα
[
(−2πi·)βφ

]∧
(x)|

=
1

|(2πi)|α||

∣∣∣∣∣(Dα
[
(−2πi·)βφ

])∧
(x)

∣∣∣∣∣
≤ 1

(2π)|α|
‖Dα

[
(−2πi·)βφ

]
‖1.
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于是

|xα(Dβφ̂)(x)| ≤ 1

(2π)|α|
‖Dα

[
(−2πi·)βφ

]
‖1

≤ C

∫
Rn

1

(1 + |t|2)n
(1 + |t|2)n|Dα

[
(−2πit)βφ(t)

]
| dt

≤ C
∑
α′,β′

ρα′,β′(φ)

∫
Rn

1

(1 + |t|2)n
dt ≤ C

∑
α′,β′

ρα′,β′(φ).

因此 φ̂ ∈ S(Rn). 若 φk
S−→ 0，则对任意 α, β ∈ Zn

+，ρα,β(φk) → 0. 从而

sup
x∈Rn

|xα(Dβφ̂k)(x)| → 0,

即 ρα,β(φ̂k) → 0，k → ∞.
(2) 因为 S(Rn) ⊂ L1(Rn)，S(Rn) ⊂ C0(Rn). 此外对任意 f ∈ S(Rn)，有 f̂ ∈ S(Rn). 于是反

演公式对每一点都成立，由反演公式可得 F 是单射.
再次运用反演公式，对任意 x ∈ Rn，

f(x) =

∫
Rn

f̂(t)e2πix·t dt

=

∫
Rn

f̂(−t)e−2πix·t dt = (
˜̂
f)∧(x).

显然 ˜̂
f ∈ S(Rn). 可见 F 是满射.

(3) 由 (
˜̂
f)∧ = f，可知

F−1(f) =
˜̂
f.

由 (1) 的过程推得 F−1 在 S(Rn) 上也连续.

推论 4.6. 设 f ∈ S(Rn)，g ∈ S(Rn)，则 f ∗ g ∈ S(Rn)，且

Dα(f ∗ g) = f ∗Dαg = Dαf ∗ g.

证明. 因为 f, g ∈ S(Rn)，则 f̂ , ĝ ∈ S(Rn). 从而 f̂ ĝ ∈ S(Rn). 再利用

(f ∗ g)∧(x) = f̂(x)ĝ(x).

故 f ∗ g ∈ S(Rn). 由定理 3，可得

Dα(f ∗ g) = f ∗Dαg = Dαf ∗ g.

定理 4.7. 设 f ∈ S(Rn)，g ∈ S(Rn)，

(1) 乘法公式 ∫
Rn

f̂(x)g(x) dx =

∫
Rn

f(x)ĝ(x) dx.

(2) Parseval 等式 ∫
Rn

f(x)g(x) dx =

∫
Rn

f̂(x)ĝ(x) dx.
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证明. (1) 乘法公式和 L1 函数 Fourier 变换的证明一样.∫
Rn

f̂(x)g(x) dx =

∫
Rn

(∫
Rn

f(t)e−2πix·t dt
)
g(x) dx

=

∫
Rn

f(t)

(∫
Rn

g(x)e−2πix·t dx
)

dt =
∫
Rn

f(t)ĝ(t) dt.

(2) Parseval 等式的证明可以利用 g = (ĝ)∧.∫
Rn

f(x)g(x) dx =

∫
Rn

f(x)(ĝ)∧(x) dx

=

∫
Rn

f̂(x)ĝ(x) dx （乘法公式）.

S(Rn) 函数的 Fourier 变换公式表

(f̂)∧(x) = f̃(x), (f̃)∧(x) = f̂(−x) = ˜̂f(x), (f)∧(x) = f̂(−x),

(Thf)
∧(x) ≡

(
f(· − h)

)∧
= e−2πix·hf̂(x),(

e2πi(·)·hf
)∧

(x) = Thf̂(x) ≡ f̂(x− h),

(ηaf)
∧(x) ≡

(
f(a·)

)∧
(x) = |a|−nf̂(a−1x),(

P (D)f
)∧

(x) = P (2πix)f̂(x),(
P (·)f(·)

)∧
(x) = P

( i

2π
D
)
f̂(x),

(f ∗ g)∧(x) = f̂(x)ĝ(x),

(fg)∧(x) = (f̂ ∗ ĝ)(x).

4.2 分布和缓增分布

定义 4.2 (测试函数空间中的收敛). 设 f ∈ C∞
c (Rn)（具有紧支集的光滑函数），对任意多重

指标 α ∈ Zn
+，记

ρα(f) := sup
x∈Rn

|Dαf(x)|.

设 fj , f ∈ C∞
c (Rn)，j ≥ 1，如果满足以下条件：

(1) 存在紧集 K，使得 fj 和 f 的支集都包含在 K 中，即

supp(f) ⊂ K, supp(fj) ⊂ K, j = 1, 2, . . .

(2) 对任意的 α ∈ Zn
+，都有

ρα(fj − f) → 0, j → ∞,

就称 {fj}j≥1 收敛于 f .

C∞
c (Rn) 是一个线性空间，给定了收敛性后称它为测试函数空间，将此空间记为 D(Rn). 上述

的 {fj} 收敛于 f 可记为

fj
D−→ f, j → ∞.

D(Rn) 中基本列. 设 fj ∈ D(Rn)，若存在紧集 K，使得

supp(fj) ⊂ K, j = 1, 2, . . .
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且对任意的 α ∈ Zn
+，都有

ρα(fj − fk) → 0, j, k → ∞,

就称 {fj} 是 D(Rn) 中的基本列.

性质 4.4. D(Rn) 中基本列必是收敛列，从而 D(Rn) 是完备的.

性质 4.5. D(Rn) 中的收敛列必是 S(Rn) 中的收敛列.

证明. 设 fj
D−→ f，j → ∞，则存在紧集 K，使得 supp(fj) ⊂ K，supp(f) ⊂ K. 于是对任意

α, β ∈ Zn
+，

ρα,β(fj) = sup
x∈Rn

|xα||Dβfj | = sup
x∈K

|xα||Dβfj(x)|

≤ C sup
x∈K

|Dβfj(x)| → 0.

故

fj
S−→ f, j → ∞.

性质 4.6. D(Rn) 在 S(Rn) 中稠密.

证明. 选取辅助函数 ψ ∈ C∞
c (Rn) 满足 0 ≤ ψ(x) ≤ 1，x ∈ Rn，且 ψ(x) = 1，|x| ≤ 1. 对任意的

φ ∈ S(Rn)，构造函数

fr(x) = φ(x)ψ(rx), x ∈ Rn, r > 0.

则 fr ∈ D(Rn). 下证 fr
S−→ φ，r → 0. 因为

φ(x)− fr(x) = φ(x)
(
1− ψ(rx)

)
.

由 ψ 的性质，ψ(rx) = 1，对任意 |x| < 1/r. 所以当 |x| < 1/r，

Dβ
[
1− ψ(rx)

]
= 0, ∀β ∈ Zn

+.

设 r < 1，对于任意的多重指标 α, β，计算

sup
x∈Rn

|xα||Dβ
[
fr(x)− φ(x)

]
|

= sup
x∈Rn

|xα||Dβ
[
φ(x)

(
1− ψ(rx)

)]
|

≤ sup
x∈Rn

|xα|
∑

|γ|≤|β|

Cγ,β |Dγφ(x)||Dβ−γ
(
1− ψ(rx)

)
|

= sup
|x|≥1/r

∑
|γ|≤|β|

Cγ,β |xα||Dγφ(x)||Dβ−γ
(
1− ψ(rx)

)
|

≤ C sup
|x|≥1/r

∑
|γ|≤|β|

|xα||Dγφ(x)|

[ ∑
|γ|≤|β|

|Dβ−γψ(rx)| r|β−γ|

]

≤ C sup
|x|≥1/r

∑
|γ|≤|β|

|xα||Dγφ(x)|

[ ∑
|γ|≤|β|

|Dβ−γψ(rx)|

]
.
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因此

sup
x∈Rn

|xα||Dβ
[
fr(x)− φ(x)

]
|

≤ C sup
|x|≥1/r

∑
|γ|≤|β|

|xα||Dγφ(x)|

[ ∑
|γ|≤|β|

|Dβ−γψ(rx)|

]

≤ C sup
|x|≥1/r

∑
|γ|≤|β|

|x||α|+1

|x|
|Dγφ(x)|

[ ∑
|γ|≤|β|

|Dβ−γψ(rx)|

]

≤ rC

[ ∑
|γ|≤|β|

sup
|x|≥1/r

|x||α|+1|Dγφ(x)|

][ ∑
|γ|≤|β|

sup
x∈Rn

|Dβ−γψ(rx)|

]

≤ rC ′

[ ∑
|δ|≤|β|

sup
x∈Rn

|Dδψ(x)|

]
→ 0, r → 0.

定义 4.3 (分布). D(Rn) 上的连续线性泛函称为分布（广义函数），记为 D′(Rn).
若 u ∈ D′(Rn)，则 u 需要满足

(i) 线性：对任意 f1, f2 ∈ D(Rn)，有

u(λ1f1 + λ2f2) = λ1u(f1) + λ2u(f2).

(ii) 连续性：若 fj , f ∈ D(Rn) 满足 fj
D−→ f，j → ∞，则有

lim
j→∞

u(fj) = u(f).

D′(Rn) 中的收敛性. 设 u, uj ∈ D′(Rn)，若对每个 φ ∈ D(Rn)，都有

lim
j→∞

uj(φ) = u(φ),

就称分布列 {uj} 收敛到 u，记为

uj
D′

−→ u, j → ∞.

例 4.2. 若 f 是 Rn 上的局部可积函数，定义

uf (φ) =

∫
Rn

f(x)φ(x) dx, φ ∈ D(Rn).

可以验证 uf ∈ D′(Rn).

证明. 对任意 φ ∈ D(Rn)，存在紧集 K，

|uf (φ)| =

∣∣∣∣∣
∫
Rn

f(x)φ(x) dx
∣∣∣∣∣ ≤ sup

x∈K
|φ(x)|

∫
K

|f(x)| dx <∞.

关于连续性，若 φj
D−→ 0，j → ∞，存在紧集 K，supp(φj) ⊂ K，

|uf (φj)| ≤ sup
x∈K

|φj(x)|
∫
K

|f(x)| dx→ 0.

故 uf 连续，即 uf ∈ D′(Rn).

例 4.3. 对任意 x0 ∈ Rn，Dirac 测度 δx0 ∈ D′(Rn).
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证明. 对任意 φ ∈ D(Rn)，δx0(φ) = φ(x0). 显然它是 D(Rn) 上的连续线性泛函.
若 φj

D−→ 0，j → ∞，存在紧集 K，supp(φj) ⊂ K，

|δx0(φj)| = |φj(x0)| ≤ sup
x∈K

|φj(x)| → 0, j → ∞.

故 δx0 连续，即 δx0 ∈ D′(Rn).

例 4.4. 设

fε(x) =
1

π

ε

ε2 + x2
, x ∈ R, ε > 0.

令

ufε(φ) =

∫
R
fε(x)φ(x) dx, φ ∈ D(R).

则 ufε ∈ D′(R)，且

ufε
D′

−→ δ, ε→ 0+.

这是因为取

K(x) =
1

π

1

1 + x2
, Kε(x) =

1

ε
K
(x
ε

)
= fε(x).

由恒等逼近核的性质，对任意 x ∈ R，

(φ ∗Kε)(x) → φ(x), ε→ 0+.

因此，当 x = 0，

lim
ε→0+

(φ ∗Kε)(0) = φ(0),

即对任意 φ ∈ D(R)，

lim
ε→0+

ufε(φ) = lim
ε→0+

∫
R
fε(x)φ(x) dx = φ(0) = δ(φ).

关于 D(Rn) 上的线性泛函是否连续，我们给出等价刻画.

定理 4.8. 设 u 是 D(Rn) 上的线性泛函，则 u ∈ D′(Rn) 当且仅当对于 Rn 上的任意紧集 K，
存在常数 C > 0 和非负整数 N，使得任意满足条件 supp(φ) ⊂ K 的 φ ∈ D(Rn)，都有

|u(φ)| ≤ C
∑

|α|≤N

sup
x∈K

|Dαφ(x)|.

（这里的常数 C 和 N 依赖于紧集 K.）

证明. (1) 若对任意紧集 K，存在 C > 0 和非负整数 N，有

|u(φ)| ≤ C
∑

|α|≤N

sup
x∈K

|Dαφ(x)|,

其中 φ ∈ D(Rn) 且 supp(φ) ⊂ K.
不妨设 supp(φj) ⊂ K 且 φj

D−→ 0，j → ∞. 则由

|u(φj)| ≤ C
∑

|α|≤N

sup
x∈K

|Dαφj(x)| → 0,

可见 u ∈ D′(Rn).
(2) 反证法. 若 u 连续，但对某个紧集 K，不存在 C,N，使得

|u(φ)| ≤ C
∑

|α|≤N

sup
x∈K

|Dαφ(x)|
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成立. 那么对任意自然数 j，存在 φj ∈ D(Rn)，supp(φj) ⊂ K，有

|u(φj)| > j
∑
|α|≤j

sup
x∈K

|Dαφj(x)|.

令 ψj(x) =
φj(x)

u(φj)
，则 ψj ∈ D(Rn)，supp(ψj) ⊂ K，u(ψj) = 1. 易见

sup
x∈K

|Dαψj(x)| <
1

j
, ∀|α| ≤ j.

因此 ψj
D−→ 0，j → ∞. 进而 limj→∞ u(ψj) = 0. 矛盾!

定义 4.4 (缓增分布). S(Rn)上的连续线性泛函称为缓增分布（缓增广义函数），记为 S ′(Rn).
若 u ∈ S ′(Rn)，则 u 需要满足

(i) 线性：对任意 f1, f2 ∈ S(Rn)，有

u(λ1f1 + λ2f2) = λ1u(f1) + λ2u(f2).

(ii) 连续性：若 fj , f ∈ S(Rn) 满足 fj
S−→ f，j → ∞，则有

lim
j→∞

u(fj) = u(f).

S ′(Rn) 中的收敛性. 设 u, uj ∈ S ′(Rn)，若对每个 φ ∈ S(Rn)，都有

lim
j→∞

uj(φ) = u(φ),

则称缓增分布列 {uj} 收敛到 u，记为

uj
S′

−→ u, j → ∞.

定义 4.5 (缓增 Lp 函数). 设 f 是 Rn 上的可测函数，若存在非负整数 k，使得

1

(1 + |x|)k
f(x) ∈ Lp(Rn), 1 ≤ p ≤ ∞,

那么称 f 为缓增 Lp 函数.

注. (1) 对任意 f ∈ Lp(Rn)，f 都是缓增 Lp 函数.
(2) 任意的多项式函数都是缓增 Lp 函数.

证明. 设多项式函数为 P (x) =
∑

|α|≤m aαx
α. 则

1

(1 + |x|)m+n+2
P (x) ∈ Lp(Rn).

例 4.5. 设 f 为缓增 Lp 函数，那么 f ∈ S ′(Rn).

证明. 对任意 φ ∈ S(Rn)，记

uf (φ) =

∫
Rn

f(x)φ(x) dx.

则

|uf (φ)| =

∣∣∣∣∣
∫
Rn

f(x)φ(x) dx
∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∫
Rn

f(x)

(1 + |x|)t
(1 + |x|)tφ(x) dx

∣∣∣∣∣
≤ ‖ f

(1 + | · |)t
‖p‖(1 + | · |)tφ‖p′ <∞.
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可见 uf 是 S(Rn) 上的线性泛函.
下证其连续性：对任意 φk ∈ S(Rn)，且

φk
S−→ 0, k → ∞.

则

|uf (φk)| =

∣∣∣∣∣
∫
Rn

f(x)φk(x) dx
∣∣∣∣∣ ≤ ‖ f

(1 + | · |)t
‖p‖(1 + | · |)tφk‖p′ .

存在多项式函数 P，使得

‖(1 + | · |)tφk‖p′ ≤ Cn,t,p′‖Pφk‖p′ .

又因为 Pφk ∈ S(Rn)，所以 ‖Pφk‖p′ ≤ C
∑

α ρα,0(φk)，故

‖(1 + | · |)tφk‖p′ ≤ C ′
∑
α

ρα,0(φk) → 0.

于是 uf (φk) → 0，k → ∞，从而说明 uf ∈ S ′(Rn).

例 4.6. 设 µ ∈ M(Rn)，那么 µ ∈ S ′(Rn).

证明. 对任意 φ ∈ S(Rn)，令

Lµ(φ) =

∫
Rn

φ(x) dµ(x).

则

|Lµ(φ)| =

∣∣∣∣∣
∫
Rn

φ(x) dµ(x)
∣∣∣∣∣ ≤ ‖φ‖∞‖µ‖M <∞.

可见 Lµ 是 S(Rn) 上的线性泛函. 下证其连续性：对任意 φk ∈ S(Rn)，且 φk
S−→ 0，k → ∞. 则

|Lµ(φk)| =

∣∣∣∣∣
∫
Rn

φk(x) dµ(x)
∣∣∣∣∣ ≤ ‖φk‖∞‖µ‖M

≤ ρ0,0(φk)‖µ‖M → 0.

特别地，当 µ = δa（Dirac 测度）

δa(φ) =

∫
Rn

φ(x) dδa(x) = φ(a), ∀φ ∈ S(Rn).

而且 δa ∈ S ′(Rn).

例 4.7. 设 x ∈ R，则 p. v. 1
x
∈ S ′(R).

p. v. 1
x
(φ) = lim

ε→0

∫
|x|>ε

φ(x)

x
dx, φ ∈ S(R).
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证明. 对任意 φ ∈ S(R)，有∣∣∣∣∣p. v. 1x(φ)
∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ limε→0

∫
|x|>ε

φ(x)

x
dx
∣∣∣∣∣

≤

∣∣∣∣∣ limε→0

∫
ε<|x|≤1

φ(x)

x
dx+

∫
|x|>1

φ(x)

x
dx
∣∣∣∣∣

≤

∣∣∣∣∣ limε→0

∫
ε<|x|≤1

φ(x)− φ(0)

x
dx+

∫
|x|>1

φ(x)

x
dx
∣∣∣∣∣

≤

∣∣∣∣∣
∫
|x|≤1

φ(x)− φ(0)

x
dx
∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣
∫
|x|>1

xφ(x)

x2
dx
∣∣∣∣∣.

因此， ∣∣∣∣∣p. v. 1x(φ)
∣∣∣∣∣ ≤

∣∣∣∣∣
∫
|x|≤1

φ(x)− φ(0)

x
dx
∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣
∫
|x|>1

xφ(x)

x2
dx
∣∣∣∣∣

≤ 2‖φ′‖∞ + 2 sup
x∈R

|xφ(x)|

≤ C
∑

|α|,|β|≤1

ρα,β(φ) <∞.

若 φk ∈ S(Rn)，且 φk
S−→ 0，k → ∞. 则∣∣∣∣∣p. v. 1x(φk)

∣∣∣∣∣ ≤ C
∑

|α|,|β|≤1

ρα,β(φk) → 0, k → ∞.

定理 4.9. Lp(Rn)，M(Rn) 均可连续嵌入到 S ′(Rn) 内，1 ≤ p ≤ ∞. 这里的连续嵌入指的是
若 fk

Lp

−−→ f，则在 S ′(Rn) 中有 Lfk → Lf；若 µk
M−−→ µ，则在 S ′(Rn) 中有 µk → µ.

证明. (1) 对于任意的 φ ∈ S(Rn)，

Lfk(φ) =

∫
Rn

φ(x)fk(x) dx.

因为 ∫
Rn

|fk(x)− f(x)||φ(x)| dx ≤ ‖fk − f‖p‖φ‖p′ → 0, k → ∞,

所以

Lfk(φ) =

∫
Rn

φ(x)fk(x) dx→
∫
Rn

φ(x)f(x) dx = Lf (φ).

(2) 对于任意的 φ ∈ S(Rn)，

Lµk
(φ) =

∫
Rn

φ(x) dµk(x).

因为 ‖µk − µ‖M → 0，结合 Riesz 表示定理可得对任意 φ ∈ C0(Rn)，

|〈µk, φ〉 − 〈µ, φ〉| = |〈µk − µ, φ〉| ≤ ‖µk − µ‖M‖φ‖∞ → 0.

由 S(Rn) ⊂ C0(Rn)，可见

Lµk
(φ) =

∫
Rn

φ(x) dµk(x) →
∫
Rn

φ(x) dµ(x) = Lµ(φ).
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定理 4.10. S(Rn) 上的线性泛函 u 是连续的当且仅当存在常数 C > 0，非负整数 m, k，使得
对任意 φ ∈ S(Rn)，

|u(φ)| ≤ C
∑

|α|≤k, |β|≤m

ρα,β(φ).

证明. (1) “⇐=” 若 φk
S−→ 0，k → ∞，则

|u(φk)| ≤ C
∑

|α|≤k, |β|≤m

ρα,β(φk) → 0, k → ∞.

故 u 是连续的线性泛函.
(2) “=⇒” 反证法. 设 u 连续，但不存在 C, k,m，使得

|u(φ)| ≤ C
∑

|α|≤k, |β|≤m

ρα,β(φ)

成立. 那么对任意 m ∈ N，存在 φm ∈ S(Rn)，使得

|u(φm)| > m
∑

|α|,|β|≤m

ρα,β(φm).

令 ψm(x) =
φm(x)

u(φm)
，则 ψm ∈ S(Rn)，且

∑
|α|,|β|≤m

ρα,β(ψm) =
1

|u(φm)|
∑

|α|,|β|≤m

ρα,β(φm) <
1

m
.

因此，对于 α, β 满足 |α| ≤ m，|β| ≤ m，有

ρα,β(ψm) <
1

m
.

故对任意的多重指标 α, β ∈ Zn
+，

ρα,β(ψm) → 0, m→ ∞.

这表明 ψm
S−→ 0. 由 u 的连续性，limm→∞ u(ψm) = 0. 但是

|u(ψm)| = 1

|u(φm)|
|u(φm)| = 1.

矛盾!

定义 4.6 (慢增 C∞ 函数). 设 f ∈ C∞(Rn)，且对每个多重指标 α ∈ Zn
+，都存在常数 Cα > 0

和非负整数 k，使得

|Dαf(x)| ≤ Cα(1 + |x|)k, ∀x ∈ Rn,

则称 f 是慢增的 C∞ 函数. 慢增的 C∞ 函数全体记为 DM (Rn).
显然，若 f ∈ DM (Rn)，则 f ∈ S ′(Rn).

性质 4.7. 若 f ∈ DM (Rn)，则映射

φ 7→ fφ

是 S(Rn) 到 S(Rn) 中的连续线性映射.
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证明. 这是因为对任意的多重指标 α, β，

sup
x∈Rn

|xα||Dβ(fφ)(x)| = sup
x∈Rn

|xα|
∑

|γ|≤|β|

Cγ,β |Dγf(x)||Dβ−γφ(x)|

≤ sup
x∈Rn

∑
|γ|≤|β|

Cα,γ,β |x||α|(1 + |x|)kγ |Dβ−γφ(x)|

≤ sup
x∈Rn

∑
|γ|≤|β|

Cα,γ,β(1 + |x|)N |Dβ−γφ(x)| （存在正整数 N）

≤ C
∑

|δ|≤N, |ξ|≤|β|

ρδ,ξ(φ) <∞.

因此可以定义 DM (Rn) 中函数 f 与缓增分布 u ∈ S ′(Rn) 的乘法运算如下：

(fu)(φ) = u(fφ), ∀φ ∈ S(Rn).

可以验证这样定义的 fu ∈ S ′(Rn).

证明. 由上述性质，对任意 φ ∈ S(Rn)，有 fφ ∈ S(Rn). 若

φk
S−→ 0, k → ∞,

则

fφk
S−→ 0, k → ∞.

故

(fu)(φk) = u(fφk) → 0, k → ∞.

即 fu ∈ S ′(Rn).

例 4.8. 设 f(x) = (cos ex)′ = −ex sin ex，x ∈ R. 则 f /∈ DM (R)，但是 f ∈ S ′(R). 这是因为
对任意的 φ ∈ S(R)，

〈f, φ〉 =
∫
R
f(x)φ(x) dx =

∫
R
φ(x) d(cos ex) = −

∫
R

cos ex φ′(x) dx.

从而

|〈f, φ〉| =

∣∣∣∣∣
∫
R

cos ex φ′(x) dx
∣∣∣∣∣ ≤

∫
R
|φ′(x)| dx

=

∫
R

1

(1 + |x|)2
(1 + |x|)2|φ′(x)| dx

≤ sup
x∈R

[
(1 + |x|)2|φ′(x)|

] ∫
R

1

(1 + |x|)2
dx

≤ C
∑

0≤α≤2

ρα,1(φ).

例 4.9. 设 u(x) =
∑∞

m=1 δm：对任意的 φ ∈ S(R)，

〈u, φ〉 =
∞∑

m=1

δm(φ) =
∞∑

m=1

φ(m).

则 u ∈ S ′(R). 这是因为

|〈u, φ〉| =

∣∣∣∣∣
∞∑

m=1

φ(m)

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑

m=1

1

m2
|m2φ(m)| ≤ ρ2,0(φ)

∞∑
m=1

1

m2
.
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函数 ex
2 ∈ C∞(R)，但是 ex

2

u(x) /∈ S ′(R). 取 φ(x) = e−x2 ∈ S(R)，则

〈ex
2

u, φ〉 = 〈u, ex
2

φ〉 = 〈u, 1〉 = 1 + 1 + · · ·+ 1 + · · ·

但是若 u ∈ D′(R)，则有 ex
2

u(x) ∈ D′(R). 这是因为对任意的 φ ∈ D(R)，

〈ex
2

u, φ〉 = 〈u, ex
2

φ〉 =
∞∑

m=1

em
2

φ(m).

注意到上式和只有有限多个非零项.

4.3 缓增分布的 Fourier 变换

卷积

对 u ∈ S ′(Rn)，φ ∈ S(Rn)，则 u ∗ φ ∈ S ′(Rn)，具体定义为

(u ∗ φ)(ψ) = u(φ̃ ∗ ψ), ψ ∈ S(Rn).

定理 4.11. 设 u ∈ S ′(Rn)，φ ∈ S(Rn)，则 u ∗ φ 是一个函数，具体为对任意的 x ∈ Rn，

(u ∗ φ)(x) = u(Txφ̃).

如记 f(x) = u(Txφ̃)，那么 f ∈ C∞(Rn)，且 f 及各阶导数均为缓增分布.

证明. (1) 先证明 f(x) = u(Txφ̃) ∈ C∞(Rn). 设 h = (0, . . . , 0, hk, 0, . . . , 0) ∈ Rn，则

f(x+ h)− f(x)

hk
=
u(Tx+hφ̃)− u(Txφ̃)

hk
= u

(
Tx+hφ̃− Txφ̃

hk

)
.

由 4.1 节，对任意 φ ∈ S(Rn)，

φ− Thφ

hk

S−→ ∂φ

∂xk
, |h| → 0.

因此
Thφ̃− φ̃

hk

S−→ − ∂φ̃

∂xk
, |h| → 0,

以及对任意 x ∈ Rn，
Tx+hφ̃− Txφ̃

hk

S−→ −Tx
∂φ̃

∂xk
, |h| → 0.

从而

∂f

∂xk
(x) = lim

|h|→0

f(x+ h)− f(x)

hk
= lim

|h|→0
u

(
Tx+hφ̃− Txφ̃

hk

)

= u

(
−Tx

(
∂φ̃

∂xk

))
= −u

(
Tx

(
∂φ̃

∂xk

))
.

下证
∂f

∂xk
∈ C(Rn). 对任意的 x ∈ Rn，∣∣∣∣∣ ∂f∂xk (x+ h)− ∂f

∂xk
(x)

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣u
(
Tx+h

(
∂φ̃

∂xk

))
− u

(
Tx

(
∂φ̃

∂xk

))∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣u
(
Tx+h

(
∂φ̃

∂xk

)
− Tx

(
∂φ̃

∂xk

))∣∣∣∣∣→ 0, |h| → 0.

故
∂f

∂xk
∈ C(Rn).
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这里收敛性的原因：利用
∂φ̃

∂xk
∈ S(Rn)，u ∈ S ′(Rn)，以及对任意 φ ∈ S(Rn)，有

Th(φ)
S−→ φ, |h| → 0.

重复此过程我们可得对任意 β ∈ Zn
+，Dβf 存在并连续，且

(Dβf)(x) = (−1)|β|u
(
Tx(D

βφ̃)
)
.

(2) 再证明 f(x) = u(Txφ̃) ∈ S ′(Rn). 因为 u ∈ S ′(Rn)，则存在常数 C > 0，非负整数 m, k，使
得

|u(Txφ̃)| ≤ C
∑

|α|≤k, |β|≤m

ρα,β(Txφ̃).

计算对任意 α, β ∈ Zn
+，

ρα,β(Txφ̃) = sup
t∈Rn

|tαDβφ̃(t− x)| = sup
t∈Rn

|(x+ t)αDβφ̃(t)|

= sup
t∈Rn

∣∣∣∣∣ ∑
α′+β′=α

Cα′,β′xα
′
tβ

′

∣∣∣∣∣|Dβφ̃(t)|

≤ C sup
t∈Rn

( ∑
|α′|≤|α|
|β′|≤|α|

|x||α
′||t||β

′||Dβφ̃(t)|

)
.

因为 φ ∈ S(Rn)，所以存在 M > 0，

sup
t∈Rn

( ∑
|β′|≤|α|

|t||β
′||Dβφ̃(t)|

)
≤M.

故

ρα,β(Txφ̃) ≤ C
∑

|α′|≤|α|

|x||α
′|M.

进而存在 k ∈ Z+，

|f(x)| = |u(Txφ̃)| ≤ C
∑

|α|≤k, |β|≤m

ρα,β(Txφ̃)

≤ C
∑

|α′|≤k

|x||α
′| ≤ C(1 + |x|)k.

这表明 f 是缓增 L∞ 函数，故 f ∈ S ′(Rn).
(3) 最后证明 u ∗ φ 是一个函数，即证对任意 ψ ∈ S(Rn)，都有

(u ∗ φ)(ψ) =
∫
Rn

f(t)ψ(t) dt.

由卷积定义

(u ∗ φ)(ψ) = u(φ̃ ∗ ψ) = u

(∫
Rn

φ̃(x− t)ψ(t) dt
)

= u

(∫
Rn

Ttφ̃(x)ψ(t) dt
)
.

另一方面， ∫
Rn

Ttφ̃(x)ψ(t) dt = lim
k→∞

∫
|t|≤k

Ttφ̃(x)ψ(t) dt

= lim
k→∞

lim
|∆|→0

∑
j

Ttj φ̃(x)ψ(tj)∆tj .
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由 u 的连续性

u

(∫
Rn

Ttφ̃(x)f(t) dt
)

= lim
k→∞

lim
|∆|→0

∑
j

u(Ttj φ̃(x))ψ(tj)∆tj

= lim
k→∞

∫
|t|≤k

u(Ttφ̃(x))ψ(t) dt =
∫
Rn

f(t)ψ(t) dt.

注. 这里用到了黎曼和在 S(Rn) 中收敛到黎曼积分. 将 [−N,N ]n 分成 (2N2)n 个方体
{Qm}(2N

2)n

m=1 ，其中每个方体边长为 N−1，ym 是 Qm 的中心. 需要证明当 N → ∞，

(2N2)n∑
m=1

φ̃(x− ym)ψ(ym)|Qm| S−→
∫
Rn

φ̃(x− y)ψ(y) dy.

只需说明对任意 α, β ∈ Zn
+，

(2N2)n∑
m=1

xαDβφ̃(x− ym)ψ(ym)|Qm| L∞

−−→
∫
Rn

xαDβφ̃(x− y)ψ(y) dy.

例 4.10. Dirac 测度 δa ∈ S ′(Rn)，f ∈ S(Rn)，则对任意 φ ∈ S(Rn)，

(δa ∗ f)(φ) = δa(f̃ ∗ φ) = (f̃ ∗ φ)(a) =
∫
Rn

f(x− a)φ(x) dx.

可见 δa ∗ f 是一个函数，具体为

(δa ∗ f)(x) = Taf(x) = f(x− a).

回顾. 在 3.4 节，f 与 Dirac 测度 δa 的卷积为

(δa ∗ f)(x) =
∫
Rn

f(x− t) dδa(t) = f(x− a), ∀x ∈ Rn.

可见 δa 作为缓增分布的卷积运算与作为 M(Rn) 上的卷积运算是一致的.

例 4.11 (Heaviside 函数). R 上的 Heaviside 函数 H 定义为

H(x) =

1, x > 0,

0, x ≤ 0.

设 f ∈ S(R)，由定理 1，

(H ∗ f)(x) = H(Txf̃) =

∫ ∞

0

Txf̃(y) dy

=

∫ ∞

0

f̃(y − x) dy =

∫ ∞

0

f(x− y) dy

=

∫ x

−∞
f(y) dy.

微分

设 u ∈ S ′(Rn)，β ∈ Zn
+ 为多重指标，则 u 的偏导数 Dβu 定义为

(Dβu)(φ) = (−1)|β|u(Dβφ), ∀φ ∈ S(Rn).

因此，缓增分布 u 的偏导数 Dβu ∈ S ′(Rn).
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例 4.12. R 上的 Heaviside 函数

H(x) =

1, x > 0,

0, x ≤ 0

则 H ′ = δ. 因为对任意 φ ∈ S(R)，

H ′(φ) = −H(φ′) = −
∫ ∞

0

φ′(x) dx = φ(0) = δ(φ).

平移

设 u ∈ S ′(Rn)，h ∈ Rn，则 u 的平移 Thu 定义为

(Thu)(φ) = u(T−hφ), ∀φ ∈ S(Rn).

因此，缓增分布 u 的平移 Thu ∈ S ′(Rn).

线性变换

设 u ∈ S ′(Rn)，T 为 Rn 到 Rn 的可逆线性变换，则 T 对 u 的作用定义为

(Tu)(φ) = |det(T )|−1u(T−1φ), ∀φ ∈ S(Rn).

这里 T 作用于函数 φ 指的是 (T−1φ)(x) = φ(T−1x).

伸缩

设 u ∈ S ′(Rn)，a 6= 0，则 u 的伸缩 ηau 定义为

(ηau)(φ) = |a|−nu(ηa−1φ), ∀φ ∈ S(Rn).

伸缩变换是特殊的线性变换 T : x 7→ ax，对应的矩阵 T = aI.

反射

设 u ∈ S ′(Rn)，则 u 的反射 ũ 定义为

ũ(φ) = u(φ̃), ∀φ ∈ S(Rn).

反射变换是特殊的线性变换 T : x 7→ −x，对应的矩阵 T = −I.

乘积

设 u ∈ S ′(Rn)，则 u 与 Schwartz 函数 φ 的乘积定义为

(uφ)(ψ) = u(φψ), ∀ψ ∈ S(Rn).

Fourier 变换
设 u ∈ S ′(Rn)，则 u 的 Fourier 变换 û 定义为

û(φ) = u(φ̂), ∀φ ∈ S(Rn).

定理 4.12. (i) Fourier 变换 F : S ′(Rn) −→ S ′(Rn) 是连续的双射，所以 Fourier 变换是可
逆的，对任意 u ∈ S ′(Rn)，记 ǔ = F−1(u). 则

ǔ(φ) = u(φ̌), ∀φ ∈ S(Rn).

可见 F−1 亦连续.
(ii) 对任意的 f ∈ Lp(Rn)，1 ≤ p ≤ 2，其作为缓增分布的 Fourier 变换和其作为 Lp(Rn) 中
函数的 Fourier 变换是一致的.
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证明. (i) 首先证明 F 在 S ′(Rn) 上是连续的.
设 {uk} ⊂ S ′(Rn) 且 uk → 0，k → ∞（缓增分布意义下）. 于是，对任意的 φ ∈ S(Rn)，有

uk(φ) → 0. 从而

ûk(φ) = uk(φ̂) → 0, φ ∈ S(Rn).

因此 ûk → 0，k → ∞. 故 F 在 S ′(Rn) 上连续.
再证明 F 在 S ′(Rn) 上是单射. 若 u1, u2 ∈ S ′(Rn) 且 û1 = û2. 那么对任意的 φ ∈ S(Rn)，

u1(φ) = u1
(
(φ̌)∧

)
= û1(φ̌) = û2(φ̌) = u2

(
(φ̌)∧

)
= u2(φ).

这表明 u1 = u2. 故 F 在 S ′(Rn) 上是单射.
最后证明 F 是满射. 令

ǔ(φ) = u(φ̌), ∀φ ∈ S(Rn).

显然 ǔ ∈ S ′(Rn). 对任意的 u ∈ S ′(Rn)，φ ∈ S(Rn)，

u(φ) = u(ˇ̂φ) = ǔ(φ̂) = (ǔ)∧(φ).

这表明 (ǔ)∧ = u. 可见 u 是 ǔ 的 Fourier 变换，故 F 是满射. 类似于 F 的连续性证明，可得 F−1

也是连续的.
(ii) 假设 p = 1 或 p = 2，视 f ∈ S ′(Rn)，由定义

〈f̂ , φ〉 = 〈f, φ̂〉, ∀φ ∈ S(Rn).

从而

〈f̂ , φ〉 = 〈f, φ̂〉 =
∫
Rn

f(x)φ̂(x) dx.

利用第三章乘法公式 ∫
Rn

f(x)φ̂(x) dx =

∫
Rn

f̂(x)φ(x) dx.

因此对任意 φ ∈ S(Rn)，

〈f̂ , φ〉 =
∫
Rn

f̂(x)φ(x) dx.

可见 L1(Rn)，L2(Rn) 中函数的 Fourier 变换和在缓增分布意义下的 Fourier 变换是一致的.
利用 Fourier 变换的线性性，对任意 f ∈ Lp(Rn)，1 < p < 2，将 f 表示为 f = f1 + f2，其中

f1 ∈ L1(Rn)，f2 ∈ L2(Rn)，同样可得结论.

S ′(Rn) 缓增分布的 Fourier 变换公式表
设 u ∈ S ′(Rn)，

(û)∧ = ũ, (ũ)∧ = ˜̂u,
(Thu)

∧ = e−2πiξ·hû,(
e2πix·hu

)∧
= Thû,

(ηau)
∧ = |a|−nηa−1 û,(

P (D)u
)∧

= P (2πiξ)û,(
P (x)u

)∧
= P

( i

2π
D
)
û,

(u ∗ φ)∧ = ûφ̂, φ ∈ S(Rn),

(uφ)∧ = û ∗ φ̂, φ ∈ S(Rn).
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例 4.13. Dirac 测度 δa ∈ S ′(Rn). 则对任意 φ ∈ S(Rn)，

δ̂a(φ) = δa(φ̂) = φ̂(a) =

∫
Rn

φ(x)e−2πix·a dx = 〈e−2πix·a, φ〉,

δ̂(φ) = δ(φ̂) = φ̂(0) =

∫
Rn

φ(x) dx = 〈1, φ〉.

故在缓增分布意义下

δ̂a = e−2πix·a, δ̂ = 1.

回顾. 在 3.4 节，Dirac 测度 δa 的 Fourier 变换为

δ̂a(x) =

∫
Rn

e−2πix·t dδa(t) = e−2πix·a, δ̂(x) =

∫
Rn

e−2πix·t dδ(t) = 1.

所以 Dirac 测度的 Fourier 变换与作为缓增分布的 Fourier 变换是一致的.
另一方面，将 e2πix·a 视为缓增分布，其 Fourier 变换为

(e2πix·a)∧(φ) = e2πix·a(φ̂) =

∫
Rn

e2πix·aφ̂(x) dx.

运用反演公式，

(e2πix·a)∧(φ) =

∫
Rn

e2πix·aφ̂(x) dx = φ(a) = δa(φ).

这表明

(e2πix·a)∧ = δa, 1̂ = δ.

例 4.14. Dirac 测度 δ ∈ S ′(Rn) 的微分

(Dβδ)(φ) = (−1)|β|δ(Dβφ), ∀φ ∈ S(Rn).

则

(Dβδ)∧(φ) = (Dβδ)(φ̂) = (−1)|β|δ(Dβφ̂)

= (−1)|β|δ
([
(−2πix)βφ

]∧)
= (−1)|β|

[
(−2πix)βφ

]∧
(0)

= (−1)|β|
∫
Rn

(−2πix)βφ(x) dx

=

∫
Rn

(2πix)βφ(x) dx.

故在缓增分布意义下

(Dβδ)∧ = (2πix)β .

同理可证

(Dβδa)
∧(x) = (2πix)βe−2πix·a.

对照公式 (
P (D)u

)∧
= P (2πiξ)û, u ∈ S ′(Rn).

例 4.15. 设 x ∈ R，k ∈ N，证明：在缓增分布的意义下

(xk)∧ =
( i

2π

)k
Dkδ.
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证明. 由定义，对任意 φ ∈ S(Rn)，

(xk)∧(φ) = 〈xk, φ̂〉 =
∫
R
xkφ̂(x) dx =

1

(2πi)k

∫
R
(2πix)kφ̂(x) dx

=
1

(2πi)k

∫
R
(Dkφ)∧(x) dx =

1

(2πi)k
(Dkφ)(0).

从而

(xk)∧(φ) =
1

(2πi)k
(Dkφ)(0) =

1

(2πi)k
δ(Dkφ)

=
1

(−2πi)k
(Dkδ)(φ) =

〈( i

2π

)k
Dkδ, φ

〉
.

对照公式 (
P (x)u

)∧
= P

( i

2π
D
)
û, u ∈ S ′(Rn).

例 4.16. 计算 (sin ax)∧，(cos ax)∧（a, x ∈ R）.

证明. 结合例 4，

(sin ax)∧ =
1

2i

[
eiax − e−iax

]∧
=

1

2i

[
δ a

2π
− δ− a

2π

]
.

同样，

(cos ax)∧ =
1

2

[
eiax + e−iax

]∧
=

1

2

[
δ a

2π
+ δ− a

2π

]
.

例 4.17. 设 x ∈ R，计算 p. v. 1
x
∈ S ′(R) 的 Fourier 变换.

证明. 因为

p. v. 1
x
(φ) = lim

ε→0

∫
|x|>ε

φ(x)

x
dx, φ ∈ S(R).

由缓增分布 Fourier 变换定义[
p. v. 1

x

]∧
(φ) = p. v. 1

x
(φ̂) = lim

ε→0

∫
|ξ|>ε

1

ξ
φ̂(ξ) dξ

= lim
ε→0

N→∞

∫
ε<|ξ|≤N

1

ξ

(∫
R
φ(t)e−2πiξt dt

)
dξ

= lim
ε→0

N→∞

∫
R
φ(t)

(∫
ε<|ξ|≤N

1

ξ
e−2πiξt dξ

)
dt

= −i lim
ε→0

N→∞

∫
R
φ(t)

(∫
ε<|ξ|≤N

sin(2πξt)
ξ

dξ
)

dt.

因为 ∫ ∞

0

sin t
t

dt = π

2
,

则

lim
ε→0

N→∞

∫
ε<|ξ|≤N

sin(2πξt)
ξ

dξ = π sgn t.
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又因为 ∣∣∣∣∣
∫ b

a

sin t
t

dt
∣∣∣∣∣ ≤ 4, ∀ 0 < a < b <∞.

运用控制收敛定理，[
p. v. 1

x

]∧
(φ) = −i lim

ε→0
N→∞

∫
R
φ(t)

(∫
ε<|ξ|≤N

sin(2πξt)
ξ

dξ
)

dt

=

∫
R
φ(t)

(
−iπ sgn t

)
dt.

对任意的 f ∈ S(R)，计算(
p. v. 1

x
∗ f

)
(x) = p. v. 1

x
(Txf̃) = lim

ε→0

∫
|y|>ε

f(x− y)

y
dy

= lim
ε→0

∫
|x−y|>ε

f(y)

x− y
dy.

对任意的 f ∈ S(R)，定义算子

Hf =
1

π

(
p. v. 1

x
∗ f

)
(x) =

1

π
lim
ε→0

∫
|y|>ε

f(x− y)

y
dy,

称算子 H 为 Hilbert 变换. 由上面的计算过程可见

(Hf)∧(ξ) =
1

π

(
p. v. 1

x
∗ f

)∧

(ξ) = (−i sgn ξ)f̂(ξ).
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