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摘要

设 G = (V,E,w) 是有限无向连通图，边权为正；允许重边，自环可先细分。图在分支点

不是流形；把固定的分支骨架光滑加厚后，顶点腔内通常会出现捷径，所以不能一般性地保证

精确保持全部图距离。正确对象不是一个孤立的流形，而是一族厚度趋于零的三维图状流形

(Mε, gε), ε ↓ 0.

每个顶点变成直径 O(ε) 的三维腔，每条边变成细圆管；边管的纵向长度按 we 校准。所得 Mε

是紧致、带光滑边界的三维黎曼流形，并形变收缩到原图。其顶点间测地距离以 O(ε) 的一致

误差逼近图距离；若最短路唯一且有正间隙，流形测地线压回图后恢复同一条最短路。

1 为什么要用一族图状流形

先把每条边 e 换成长度为 we 的闭区间，再按端点粘合，得到度量图 (Γ, dG)。这是精确的长

度空间：图最短路就是 Γ 上的极小测地线。然而度数至少为 3 的顶点没有欧氏邻域，所以 Γ 本

身不是流形。

精确等距的障碍需要说得仔细。单凭某个顶点度数至少为 3 并不足以推出任意有限顶点度量

都不能嵌入；例如等权完全图可以有完全不同的几何实现。这里要求更强：同一组嵌入的边弧必

须代表图边，并且一个度量三叉的三条两两最短路都沿这些固定边弧经过中心 o。若 a, b, c 位于

三条树枝上，则
dG(a, b) = dG(a, o) + dG(o, b),

dG(a, c) = dG(a, o) + dG(o, c),

dG(b, c) = dG(b, o) + dG(o, c).

若三条拼接曲线在光滑黎曼流形中都是真正测地线，则它们经过 o 时必须有连续切向量。前两式

迫使 o → b 与 o → c 都和 o → a 反向，于是 o → b 与 o → c 同向；第三式却要求二者反向，矛盾。

因此固定分支骨架不可能既保持这三个等式，又让三条拼接都成为光滑测地线。Ren [2] 在“无相

应 dual points”等条件下给出了图等距嵌入的相关分类；这里不使用更强的无条件断言。

这也说明主参数应当是厚度 ε，而不是某个固定流形中的无限大惩罚。当顶点腔和边管的横

截面一同缩小时，流形退化到度量图；有限厚度时它是普通流形，零厚度极限才出现分支奇点。这

正是 graph-like manifold 的标准观点 [1, 3]。
近期关于黎曼图学习的综述 [4] 强调，图学习不应只把节点塞进预先选定的双曲或球面模型，

而应研究由图结构诱导的内蕴几何。这里采取更具体的版本：流形的拓扑由图的粘合关系决定，黎

曼度量由边权决定。不过，综述讨论的是表示学习，并没有给出下面这种保持最短路的流形构造。
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最终数据不能只写成裸流形 Mε。对于连通图，三维加厚的拓扑只看圈秩

b1(G) = |E| − |V |+ 1;

许多不同图会得到同胚的柄体。保存原图的是四元组

(Mε, gε, ιε, πε),

其中 ιε : V → Mε 标出顶点，πε : Mε → Γ 把厚流形压回度量图。

2 三维零柄与一柄构造

三维是这里最稳妥的固定维数。二维加厚需要在每个顶点选择关联半边的循环序；三维球面

上可以放任意多个互不相交的圆盘接口，不需要该数据。维数也不必取 maxv deg(v)：球面上可容

纳任意有限多个接口。

先说明每个顶点块可以怎样实际选出。把 Uv 看成单位闭球 B
3
。在单位球面 S2 上为 d(v) 条

关联边选 d(v) 个不同的点

qv,e ∈ S2, e ∋ v.

因为点集有限，其两两球面距离有正的最小值。取半径 ρv 小于该最小值的四分之一，以 qv,e 为

中心的球面小圆盘 Dv,e 就两两不交。可先从一个正多面体或 Fibonacci 球面点列中取点；具体选

法只改变有限厚度流形的形状，不改变后面的收敛结论。取 pv = 0，连接弧可先选为径向线段

cv,e(t) = tqv,e, 0 ≤ t ≤ 1.

不同径向线段只在中心相交。这一步给出了顶点腔、接口及骨架弧的完全显式模型。

构造 1 (拓扑加厚). 对每个顶点 v，取一个闭三球 Uv，并在 ∂Uv 上为每条关联边 e ∋ v 选一个闭

圆盘 Dv,e。同一球面上的这些圆盘两两不交。在 Uv 内选一点 pv，并为每个接口选一条从 pv 到

Dv,e 中心的弧 cv,e，这些弧除 pv 外互不相交。

对每条边 e = {u, v}，取一个 1-柄

Ze = [0, 1]×D2.

把 {0} ×D2 粘合到 Du,e，把 {1} ×D2 粘合到 Dv,e。先得到一个带角的紧三维流形，再在每个

接口圆周附近作标准磨圆。所得光滑带边流形记为 M。

这是标准的 0-柄加 1-柄，而不是把若干开管在顶点球内部直接作商。附着圆盘彼此不交，因

而不会发生不同管子在原点附近重叠，也不会产生不可分离点。标准柄粘合保证 M 是 Hausdorff、

第二可数的三维光滑流形。

更具体地说，在附着圆盘内部，顶点球的半空间图卡与边柄端部的半空间图卡拼成一个 R3

图卡；只有圆盘边缘留下形如 [0,∞)2×R 的角。用四分之一圆弧替换二维截面中的直角，再沿圆

周方向作乘积，就把角磨成光滑边界。不同接口的磨圆邻域两两不交，所以可同时完成。所有部

件只有有限个且均紧，粘合关系是闭的，故所得空间紧致且 Hausdorff；这些局部图卡也直接给出

第二可数性。
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各 pv、弧 cv,e 与边柄中心线 [0, 1]× {0} 的并构成一个嵌入骨架 ΓM ⊂ M，它与 G 同胚。横

截圆盘缩到中心、顶点球沿各弧缩到 pv，给出形变收缩

M ↘ ΓM
∼= G.

若 G 连通，则 M 是亏格 b1(G) 的三维柄体。这不能只靠 Euler 示性数判断，正确论证如下。先

选 G 的一棵生成树 T。按 T 的边逐个附加一柄时，每个一柄都连接两个尚未连通的三球；连接

后的“哑铃形”区域仍是一个三球。全部 |V | − 1 条树边附加后得到一个三球。余下每条弦边的两端

都附在这个三球（或已有柄体）的边界上，每附加一根就把柄体亏格增加 1。弦边数为

|E| − (|V | − 1) = b1(G),

故最终确为亏格 b1(G) 的柄体。作为一致性检查，零柄和一柄分解也给出

χ(M) = |V | − |E| = 1− b1(G),

恰等于亏格 b1(G) 的三维柄体的 Euler 示性数。特别地，树的加厚虽然含有许多顶点腔和边管，

拓扑上仍只是三球。

Uε,u [0, ℓε,e]×D2
ε Uε,v

红线为长度校准后的骨架边

图 1: 顶点腔是 0-柄，边管是 1-柄。不同边通过球面上互不相交的圆盘附着。

构造 2 (薄黎曼度量). 先完成拓扑磨圆，再在每个边柄中选两个位于磨圆区之外的横截圆盘。两

圆盘之间称为受保护边管，所有附着领圈和磨圆区都归入相邻的顶点腔；下文仍把扩大后的顶点

腔记作 Uv。任意从一个端点顶点腔到另一个端点顶点腔的曲线，都必须完整穿过对应的受保护边

管。连接弧 cv,e 从 pv 延长到受保护横截面的中心。

在每个固定模型 Uv 上预先选一个光滑黎曼度量 hv，使各接口附近为乘积领圈。其具体做法

是：在每个接口内侧取坐标 (r, z) ∈ [0, r0)×D2，先规定

hv = dr2 + hD2 ,

再用单位分解与顶点腔内部任意给定的正定度量拼接。正定二次型的凸组合仍然正定，所以拼接

后仍是黎曼度量。记

A = max
v

diam(Uv, hv), av,e = Lhv(cv,e).

把顶点腔的度量缩放成

gε,v = ε2hv.

于是其直径不超过 Aε，而 cv,e 的长度为 εav,e。

取

0 < ε < ε0 := min
e={u,v}

we

au,e + av,e
,
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并定义边管的纵向长度

ℓε,e = we − εau,e − εav,e > 0.

在边管

Zε,e = [0, ℓε,e]×D2

上取乘积度量

gε,e = ds2 + ε2hD2 .

因此横截面的直径为 O(ε)，但纵向没有缩短。对任意绝对连续曲线 α(t) = (s(t), z(t)) 有

Lgε,e(α) =

∫ √
ṡ(t)2 + ε2|ż(t)|2hD2

dt ≥
∫
|ṡ(t)| dt.

所以任何从管子一端走到另一端的曲线长度至少为 ℓε,e，等号只可能沿纵向且横截坐标不变。上

式只在受保护边管上使用。由于 av,e 已按延长后的连接弧定义，磨圆的全部代价包含在 εav,e 中，

而受保护管始终严格满足纵向下界。

接口领圈使用同样的乘积形式，粘合后得到光滑黎曼度量 gε。这里在缩放后的顶点领圈上使

用物理法向坐标 t = εr，于是

ε2(dr2 + hD2) = dt2 + ε2hD2 ,

恰与边管端部的乘积度量相接；因此并非只在切向上匹配，而是在整个领圈上光滑匹配。

令 Mε 表示带该度量的同一个拓扑柄体。拓扑流形 M 不随 ε 改变；变化的是顶点腔的尺度、

边管横截面的尺度以及校准后的纵向长度。定义顶点嵌入

ιε(v) = pv.

沿 cu,e、边管中心线和反向的 cv,e 走，其总长度为

εau,e + ℓε,e + εav,e = we.

故每条图途径都有一条同长的流形骨架路径，立即得到

dε
(
ιε(u), ιε(v)

)
≤ dG(u, v). (1)

压缩映射 πε : Mε → Γ 可取为：把整个顶点腔 Uv 压到 v，把边管的横截圆盘压到中心，再

把区间 [0, ℓε,e] 线性映到图边 [0, we]。它记录一条流形曲线先后穿过哪些边管。边的身份来自柄分

解，不需要额外哈希。由于 Mε 是紧致长度空间，任意两点之间都存在极小曲线。这里使用的是

带边流形上的内蕴距离：曲线只能在 Mε 内运动，允许接触边界。边管侧边界不会造成纵向捷径，

因为上面的纵向下界在那里同样成立。

3 距离收敛与最短路恢复

下面的估计只依赖图是有限的。记

a∗ = max
v,e∋v

av,e, N = |V |.
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命题 3 (曲线的边管分解). 设 γ 是从顶点腔 Uu 到 Uv 的有限长绝对连续曲线。按时间记录它从

一端横截面到另一端横截面完整穿越的受保护边管，并忽略从同一端进入又返回的游段，可得一

条有限的、按边标记的 u–v 图走法 W (γ)。从中删去闭回路可得一条按边标记的简单路 P (γ)，且

Lgε(γ) ≥
∑

e∈W (γ)

ℓε,e ≥
∑

e∈P (γ)

ℓε,e.

证明. 对每根受保护边管分别考察曲线碰到两个端横截面的时刻。若它从一个端面到达另一个端

面，取首次到达时刻，便得到一个完整穿越的闭时间段；从剩余曲线继续操作，所得时间段内部

两两不交。每个完整穿越至少花费 ℓε,e。由于

ℓmin := min
e

ℓε,e > 0,

长度为 L 的曲线至多有 L/ℓmin 次完整穿越，所以记录必为有限词。管子的内部只连接它的两个

端点顶点腔，故相邻记录首尾相接，形成图走法。同端返回不改变当前顶点；删除走法中首次重

复顶点之间的闭段，有限次后得到按边标记的简单路。所有 ℓε,e 都为正，删除闭段只会减小右侧

和。

定理 4 (顶点距离的一致逼近). 对所有 u, v ∈ V 以及充分小的 ε，

0 ≤ dG(u, v)− dε
(
ιε(u), ιε(v)

)
≤ 2a∗(N − 1)ε.

证明. 上界的左半边就是 (1)。反过来，取一条从 pu 到 pv 的流形曲线 γ。由命题 3 得到一条不

重复顶点的、按边标记的 u–v 路 P = P (γ)，故 |P | ≤ N − 1，并且

Lgε(γ) ≥
∑
e∈P

ℓε,e.

对 P 中每条 e = {x, y}，有

we − ℓε,e = ε(ax,e + ay,e) ≤ 2a∗ε.

于是

dG(u, v) ≤
∑
e∈P

we ≤ Lgε(γ) + 2a∗(N − 1)ε.

对所有 γ 取下确界即得结论。

该证明把误差定位得很清楚：边管内部不能省纵向长度，唯一的节省来自直径 O(ε) 的顶点

腔。常数还可以按一条最短简单路实际经过的顶点数细化；这里保留对全部顶点对同时成立的粗

略常数。

命题 5 (Gromov–Hausdorff 收敛). 存在只依赖固定顶点模型和有限图的常数 CG，使

dGH
(
(Mε, dε), (Γ, dG)

)
≤ CGε.

特别地，(Mε, dε) 在 ε → 0 时收敛到度量图。
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证明要点. 令 B = diam(D2, hD2)，并用满射 πε 定义对应

Rε = {(x, πε(x)) : x ∈ Mε} ⊂ Mε × Γ.

顶点纤维的直径至多 Aε，边内部纤维就是一个横截圆盘，直径至多 Bε。

给定 x, y ∈ Mε，把连接它们的极小曲线按顶点腔和边管分段。删去压缩后产生的回路，一条

简单图路至多完整穿过 N − 1 根边管；把每根管长 ℓε,e 换成 we，至多增加 2a∗ε。首尾若落在纤

维内部，再各付不超过 max{A,B}ε。因此存在常数 C1 = C1(G,hv, hD2) 使

dG(πεx, πεy) ≤ dε(x, y) + C1ε.

反过来，取 Γ 上连接 πεx, πεy 的最短路，把完整图边提升到校准后的骨架边，其长度不变；

首尾不完整边和把 x, y 移到对应骨架点的代价总计为 O(ε)。故另有常数 C2 使

dε(x, y) ≤ dG(πεx, πεy) + C2ε.

所以 dis(Rε) ≤ max{C1, C2}ε。Gromov–Hausdorff 距离不超过任一对应失真的二分之一，命题得

证。

定理 6 (唯一最短路的组合稳定性). 设 P∗ 是 u 到 v 的唯一按边标记的图最短路，并设它与第二

短按边标记简单路的长度间隙为

γ = min
P ̸=P∗

P 为按边标记的简单u–v 路

(
LG(P )− LG(P∗)

)
> 0.

若不存在第二条简单路，约定 γ = +∞。若

2a∗(N − 1)ε < γ,

则任意 Mε 上连接 ιε(u) 与 ιε(v) 的极小曲线，其完整穿越的边管序列删去回路后就是 P∗。

证明. 若压回后得到另一条简单路 P ̸= P∗，定理 4 证明中的同一估计给出

Lgε(γε) ≥ LG(P )− 2a∗(N − 1)ε > LG(P∗).

但 P∗ 的校准骨架路径在流形中长度恰为 LG(P∗)，与 γε 极小矛盾。

一个完整例子：三叉带权树。 取

V = {o, a, b, c}, E = {oa, ob, oc},

并令

woa = 2, wob = 3, woc = 4.

图距离为

dG(a, b) = 5, dG(a, c) = 6, dG(b, c) = 7.

为中心顶点 o 取一个单位三球，三个接口中心选在

qo,oa = (1, 0, 0), qo,ob = (0, 1, 0), qo,oc = (0, 0, 1).
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o

a b

c

2 3

4

图 2: 例子中的三叉带权树。边上的数字是 we。

取足够小的三个互不相交球面圆盘作为接口。三个叶顶点各取一个单位三球，各自只需一个接口。

选择顶点度量，使所有中心到接口中心的骨架弧在未缩放模型中长度均为 1，即

av,e = 1, a∗ = 1.

取 ε = 0.1。每条边两端各占去长度 0.1，所以三根边管的纵向长度分别为

ℓε,oa = 2− 0.2 = 1.8, ℓε,ob = 3− 0.2 = 2.8, ℓε,oc = 4− 0.2 = 3.8.

例如从 pa 沿校准骨架走到 pb，各段长度依次为

0.1, 1.8, 0.1, 0.1, 2.8, 0.1,

总和恰好为 5 = dG(a, b)。中间两个 0.1 分别是进入和离开中心顶点 o 的骨架弧。其余两对同样

得到骨架长度 6 和 7。

流形极小曲线通常会在中心腔中把“两条连接弧”换成一条捷径。对实际选定的模型度量，记

中心腔中 oa, ob 两个受保护横截面中心之间的距离为

bab = dho(qo,oa, qo,ob).

只要 bab < 2 = ao,oa + ao,ob，就有一条严格短于骨架的竞争曲线，其长度为

5− (2− bab)ε.

这是实际度量中的严格公式。数值 bab 由顶点模型决定，并不是图数据的一部分。

作为几何量级的直观比较，在尚未修改接口领圈的欧氏单位球中，三个方向两两正交，故 bab =√
2。若暂取这个理想值，则上式成为

5− (2−
√
2)ε ≈ 4.9414.

乘积领圈和磨圆会改变 bab，所以 4.9414 只用于说明误差尺度，不作为实际光滑模型的精确测地

距离；实际值应代入实际测得的 bab。与模型选择无关的严格结论来自定理 4。由于任意两片叶子

之间的简单路只含两条边，同一定理的证明可用 |P | = 2 代替 N − 1 = 3，从而得到更贴合此例

的界
4.6 ≤ dε(pa, pb) ≤ 5,

5.6 ≤ dε(pa, pc) ≤ 6,

6.6 ≤ dε(pb, pc) ≤ 7.
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这个例子还是一棵树，所以三维柄体的亏格为

b1(G) = 3− 4 + 1 = 0;

换言之，整个 Mε 拓扑上只是一个三球。三叉结构不由“三球”这个拓扑类型单独记录，而由其中

的三个细管区域、度量 gε 和压缩映射 πε 记录。从 pa 到 pb 的任意极小曲线压回图并删去回路后，

只可能是

a −→ o −→ b,

因为树中根本不存在第二条简单路。这也具体说明了为什么输出必须保留 (Mε, gε, ιε, πε)，不能只

保留裸流形。

因此最准确的结论不是“图被变成了流形”，而是：

每个ε > 0 给出一个三维光滑带边黎曼流形(Mε, gε),

Mε ↘ G, (Mε, dε)
GH−−→ (Γ, dG),

唯一且有间隙的图最短路由流形极小曲线稳定恢复。

带边版本最自然，也最直接保存形变收缩。若必须得到无边界流形，可先让 gε 在边界领圈上

为乘积度量，再沿边界取两个相同副本作双倍

M̂ε = Mε ∪∂Mε Mε.

所得 M̂ε 是闭三维黎曼流形。任意跑到另一副本的曲线都可通过反射折回原副本而不改变长度，

所以原副本中各标记顶点之间的距离不变。不过双倍一般不再形变收缩到 G；因此主定理应以带

边的 Mε 为准。
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