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摘要

框架分成五层：组合数据、几何实现、标记赋值、变分求测地线、查表译码。边权拆成两

件事：长度写入 ρ，身份写入 σ；二者解耦。工作对象是度量图 Γ 的公路长度结构：ρ 在中线

上给出 dG，离开中线按 λφ(dist/δ) 变贵。边上不能省路，测地线只能在顶点邻域抹角；因而

g-极小曲线的组合型是一条途径。唯一最短路且间隙大于抹角预算时，该途径就是最短路（管

子定理），从而 0 ≤ dG − dg ≤ Ck δλ−1/p。光滑黎曼流形上不能把误差压成零。身份用单位向

量钥匙，译码是最近邻查表。参数按几何配方选取后，七张图上中线长等于 dG，译码还原最

短路。
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1 问题

设 G = (V,E) 是有限连通图，边权 w : E → R>0。图距离 dG(u, v) 是 u, v 之间最短路的边

权之和。它由 Dijkstra 算法在 O(|E|+ |V | log |V |) 时间内精确求出。

另一方面，若 (M, g) 是黎曼流形，两点距离是

dg(x, y) = inf
γ

∫ 1

0

√
gγ(t)(γ̇(t), γ̇(t)) dt,

实现下确界的曲线是测地线。初衷是：已知边权，能否给 G 赋一个流形结构，使求 dG 变成求 dg？

精确地，希望有嵌入 ι : V →M，满足

dg(ι(u), ι(v)) = dG(u, v) 对所有u, v ∈ V. (1)

下一节说明：只要 G 有一个度数 ≥ 3 的顶点，(1) 在光滑黎曼流形上不可能成立。因此真正能做

的是定量逼近

0 ≤ dG(u, v)− dg(ι(u), ι(v)) ≤ ε, (2)

并且 g-测地线经过的边与图上最短路一致。

本文把这件事写成公路长度结构：先把 (G,w) 做成度量图 Γ，再在它的邻域上放 ρ。Y 形上

ε � δλ−1/p；一般图上，边上不能省路迫使测地线只在顶点处抹角，从而有组合型、管子定理和距

离估计。边权不是只写一个正实数：长度写入 ρ，身份写入钥匙 ke 再插值成 σ。对 σ(γ(t)) 查表，

把曲线读回顶点序列。

2 精确等距的障碍

命题 1 (分支点的三角等式). 设 (M, g) 是光滑黎曼流形（或强凸光滑 Finsler 流形），从而局部
唯一测地。若有限带权图 G 有一个度数 ≥ 3 的顶点，则不存在映射 ι : V →M 使 (1) 成立。
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证明. 设 o ∈ V 的三条边分别连到 a, b, c，边权为正。则

dG(a, b) = dG(a, o) + dG(o, b).

在任何长度空间中，d(x, y) = d(x, z) + d(z, y) 当且仅当 z 落在某条从 x 到 y 的极小测地线上。

故 ι(o) 必须同时落在 ι(a)–ι(b) 与 ι(a)–ι(c) 的极小测地线上。局部唯一测地下，过一点、沿一个

初始方向只能射出一条测地线，因此从 ι(o) 指向 ι(b) 与指向 ι(c) 的方向都必须与指向 ι(a) 的方

向相反，从而 ι(b) 与 ι(c) 落在同一条测地射线上，与三条不同边矛盾。

未赋权、跳数距离的情形见 Huang–Li [3]。命题 1 对赋权图更直接。

精确版本只能停在度量图：把每条边 e 换成区间 [0, we]，在端点粘合，得到长度空间 Γ。Γ 上

的测地线就是最短路，但 deg ≥ 3 的点处 Γ 不是流形。

把 Γ 嵌成流形里的 geodesic net（边是测地线段、顶点处单位切向量平衡）也不能恢复距离：

环境测地线会抄近路，dg < dG。

因此精确等距从目标里拿掉。留下来的是两件可以分开陈述的事：

• 长度：dg 从下方逼近 dG，误差可控；

• 走法：从实现这段距离的曲线，读出一条 G 上的途径。

下面先把整条链路写成框架，再在后文逐层展开。

3 理论框架

3.1 五层

整件事是五个映射的合成。每一层只做一件事，输入输出的类型不同。

I. 组合数据

G = (G,w, rot, κ)
II. 几何实现

(M,Γ, ι)

III. 标记赋值

(ρ, σ)

IV. 变分

dg, γ

V. 查表译码

s = v0 → · · · → vm = t

离散输出

最短路 P

ribδ Φ

eikonal

Dϑ希望等于

I. 组合数据。 工作对象不是裸的 (G,w)，而是

G = (G,w, rot, κ).

G 有限连通，允许重边，环先细分。w : E → R>0 是长度。rot 是旋转系统，每个顶点处入射半

边有循环序，用来决定曲面怎么粘。κ : E → K 是身份钥匙，K 是一个能做凸组合的字母表。主

方案取 K ⊂ Sd−1（随机单位向量，d = 8 或 16）；着色特例取 K = {e1, . . . , ek} ⊂ ∆k−1，此时 κ

就是正常边着色 χ。rot 只管几何，κ 只管身份，二者不混。
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II. 几何实现。 显式映射

ribδ(G, rot) = (M,Γ, ι)

写在构造 12。输入不含 w 与 κ：管宽 δ 只决定圆盘和矩形的厚度。M 是 ribbon 曲面，Γ ⊂ M

是中线的并（形变收缩核），ι : V →M 把顶点送到圆盘中心。

III. 标记赋值。 边权升级为

ŵ(e) = (we, ke) ∈ R>0 ×K, ke := κ(e).

再写成 M 上的一对场

Φ(G, δ, λ, φ, κ) = (ρ, σ),

见构造 24。ρ : M → R>0 只用 w：边 e 的中线上 ρ ≡ we/Le，使
∫
e ρ = we。σ : M → conv(K)

只用 κ：在 Re 内部 σ ≈ ke，在圆盘里是入射钥匙的凸组合。λ > 0 与剖面 φ 只进入 ρ 的离路惩

罚，不进入 σ。

关键约束：ρ 与 σ 解耦。变分问题是标量的，身份不得偶联进能量；否则短边和长边的钥匙

会互相干扰。σ 不改测地线，只改“这条曲线叫什么”。

IV. 变分。 在 (M,ρ) 上解

dg(s, t) = inf
γ

∫
ρ(γ) |γ̇| dt,

得到距离，以及一条极小曲线 γ（eikonal 的梯度线）。这一层看不见 κ 和 σ。

V. 译码。 主方案是查表：

Dϑ(γ, σ) = (ei1 , . . . , eim) 7→ (v0, v1, . . . , vm).

沿 γ 读取 σ(γ(t))，丢掉低置信采样（圆盘里的混合态），对高置信点在有限集 {ke}上做最近邻，查

哈希表 H : ke 7→ e，再游程压缩。得到的是边序列本身，不需要当前顶点。着色特例改读 arg max，
再用 (v, χ) 走步，见命题 27。

3.2 两个要求

框架要成立，当且仅当下面两式同时对。设 P 是 s 到 t 的一条最短路。

（A）长度逼近 0 ≤ dG(s, t)− dg(s, t) ≤ ε(δ, λ)，且 ε→ 0 当 λ→∞ 或（硬管时）δ → 0。

（B）走法还原 若 P 唯一且与第二短的差距大于 2ε，则 Dϑ(γ, σ, s) = P。

（A）只依赖 ρ，是定理 22。（B）依赖 ρ 把 γ 按进 P 的管子（定理 21），再加上 σ 在管子内

部可读（命题 30）。命题 1 说不能把（A）加强成 ε = 0 且 M 光滑黎曼；误差必须留下。
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3.3 符号

符号 含义

we 边的标量长度，进入 ρ

ke = κ(e) 边的身份钥匙，进入 σ，不进入能量

H 哈希表 ke 7→ e

χ(e) 着色特例：ke 取标准基 eχ(e)

δ 管宽 / 圆盘半径

λ, φ 离路惩罚的强度与剖面；φ 的平坦阶记为 p

ρ 长度场，决定 dg 与 γ

σ 记录场，取值在 conv(K)
ϑ 译码置信阈值，只读边内部

Γ M 里的 1-骨架，中线的并

γ ρ-测地线，定向为 s→ t

3.4 各层的逻辑地位

陈述 层 地位

分支点不能精确等距嵌入 目标 已证，命题 1
ribδ 不发明邻接 II 已证，引理 14
顶点圆盘各向同性短切 Θ(δ) II, IV 已证，引理 15
顶点圆盘软惩罚 � δλ−1/p II, IV 已证，引理 16
单位向量最近邻在高置信处唯一 III, V 已证，命题 26
着色词 + 起点决定途径 I, V 已证，命题 27
整数钥匙不能插值 III 已证，命题 25
Y 形上 ε � δλ−1/p IV，局部 已证，定理 7
硬管误差 Θ(δ) IV，对照 已证，命题 5
边上不能省路 IV 已证，引理 18
极小曲线的组合型是途径 IV 已证，引理 19
沿固定走法的抹角上界 II–IV 已证，命题 23
管子定理（B） IV 已证，定理 21
距离逼近（A） II–IV 已证，定理 22
查表译码输出等于 P V 已证，命题 30
参数配方使 γ > 2ε̂ III 构造 31
配方参数下的核验套件 全层 第 10 节，七图通过

后文按层写：第 4 节把公路长度结构写出来，并在 Y 形上证明局部（A）；第 7 节把第 II 层

写成邻域实现，并证明边上不能省路、组合型、管子定理与距离定理；第 8 节把第 III 层写成 Φ

与哈希表；第 9 节把第 V 层写成查表 Dϑ；第 10 节给出参数配方并核验七张图。

4 公路度量

这一节只展开框架第 III–IV 层里的长度场 ρ：沿边便宜，离开边昂贵。记录场 σ 此处不出现。

构造 2 (共形公路度量). 设 Γ 是赋权图的度量图实现：每条边 e 对应一段长度为 Le 的区间，在

顶点处按 G 粘合；沿 Γ 的路径度量等于 dG 当且仅当把边 e 重标成长度 we，或等价地在边上
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取密度 we/Le。取管宽 δ > 0、惩罚 λ ≥ 0，以及非降函数 φ : [0,∞) → [0, 1]，满足 φ(0) = 0，

φ(t) = 1（t ≥ 1）。把 Γ 放进一个带边流形 M（平面里的管状邻域，或下面的 ribbon 曲面），令

ρ(x) = ρnn(x) + λφ
(dist(x,Γ)

δ

)
, ρnn(x) =

we(x)

Le(x)
, (3)

其中 e(x) 是 Γ 上离 x 最近的边（Γ 上的点取所在边）。g-长度 Lg(γ) =
∫
ρ(γ) |γ̇| dt。沿 Γ 本身

ρnn = we/Le、φ = 0，故图上折线的 g-长度等于其图长度，对任意顶点 u, v，

dg(u, v) ≤ dG(u, v). (4)

测地线只会比图上最短路更短。短出来的部分，就是在分支点抹角的误差。

注 3 (正则性). ρnn 在相邻边的角平分线上可以跳跃，因而 ρ 一般只是有界可测。这已经够定义

长度结构：Lipschitz 曲线的 g-长度、内蕴距离 dg、以及极小曲线（命题 20）。若一定要光滑黎曼

度量，把 ρ 在尺度 η � δλ−1/p 上磨光即可；中线长的扰动是 O(η) 乘以 ρnn 的跳跃，按进 ε 里。

下文的定理对未磨光的长度结构陈述；磨光只改常数。

这与路网成像、各向异性 Fast Marching 中的度量同属一类 [7, 5, 4]。差别在于：那些工作问

如何数值求测地线；这里问边权给定后，dg 与 dG 差多少。

注 4 (两种 λ → ∞ 极限). 硬管：在 Ωδ = {x : dist(x,Γ) ≤ δ} 上令 ρ ≡ 1，在外面禁止通行。

便宜区域是粗管，测地线按欧氏长度在管内抹角，误差 Θ(δ)，必须 δ → 0 才能回到 dG。这与

graph-like manifold 的谱收敛 [6, 2] 是同一几何，但目标不同：谱理论需要管子里留体积；距离恢

复不该让人在管子里抄近路。

软惩罚：即 (3)。λ → ∞ 时，除 Γ 本身外处处变贵，测地线被按回 1-骨架，δ 不必趋于 0。

下文的主定理针对这一极限。

平面嵌入若有交叉，管子会在交叉处粘连，造出图上没有的捷径。一般图应改在 ribbon 曲面

（fat graph）上重复同一构造，见第 7 节。局部模型只需一个分支，嵌在平面里即可。

5 Y 形局部模型

5.1 几何

o
a0

a1

a2

rω0

rω1
P

图 1: Y 形：三条 120◦ 射线。红折线是三折线试探族；P 是硬管在角平分线上的切点。
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取等边三星：原点 o，单位方向

ωk =
(
cos 2πk

3 , sin 2πk
3

)
, k = 0, 1, 2,

边为 {tωk : 0 ≤ t ≤ 1}，边权皆为 1。此处 we = Le = 1，故 (3) 里 ρnn ≡ 1，回到 ρ = 1+λφ(dist /δ)。
记 Γ 为这三条线段的并，叶点 ak = ωk。则 dG(a0, a1) = 2，欧氏弦长 |a0 − a1| =

√
3。

两条射线的夹角为 2π/3。对点 x = s · (ω0 + ω1)（角平分线，|ω0 + ω1| = 1），

dist(x,Γ) = s sin π
3 =

√
3
2 s.

硬管边界上的点 P 由 dist(P,Γ) = δ 确定，故 |P | = 2δ/
√
3。

连接 rω0 与 rω1 的线段长度为 r
√
3，中点到 Γ 的距离为 r

√
3/4。因而整条线段落在 Ωδ 内

当且仅当 r ≤ 4δ/
√
3。

5.2 硬管：精确测地线

命题 5 (硬管测地线). 设 Ωδ = {x : dist(x,Γ) ≤ δ}，δ ∈ (0,
√
3/4)。则 Ωδ 内从 a0 到 a1 的欧氏

最短路是折线 a0 → P → a1，长度为

dΩδ
(a0, a1) = 2

√(
1− δ√

3

)2
+ δ2. (5)

特别地

2− 2δ√
3
≤ dΩδ

(a0, a1) ≤ 2. (6)

当 δ ≥
√
3/4 时弦 a0a1 ⊂ Ωδ，dΩδ

=
√
3。

证明. 角平分线上 dist = s
√
3/2，故 {x ∈扇形 : dist(x,Γ) > δ} 从 P 起沿平分线向外。Ωδ 在该

扇形内的“缺口”以 P 为尖端。对平分线上的点 Q = s(ω0 + ω1)，0 ≤ s ≤ 2δ/
√
3，

|a0 −Q|+ |Q− a1| = 2
√

1− s+ s2.

函数 s 7→ 1 − s + s2 在 [0, 1/2] 上递减，而 2δ/
√
3 ≤ 1/2 当且仅当 δ ≤

√
3/4。故最小者在

s = 2δ/
√
3，即 Q = P，得 (5)。

下界 (6)：令 h(δ) = (1− δ/
√
3)2 + δ2，则

√
h(δ) ≥ 1− δ/

√
3，因为两边非负且平方后相差

δ2。任何 Ωδ 中的曲线长度 ≥ dΩδ
，而图上折线 a0 → o→ a1 长为 2。

因此硬管抹角是 Θ(δ)，首项系数 2/
√
3。任何“先加厚、再取测地线”的构造，只要管子里可

以按 ρ = 1 通行，就至少付这一笔。

5.3 软惩罚：主定理

对 φ 加一个幂型假设。

定义 6. 称 φ 具有平坦阶 p > 0，若存在 t0 ∈ (0, 1] 与 0 < c− ≤ c+ <∞，使

c−t
p ≤ φ(t) ≤ c+tp, t ∈ [0, t0], (7)

且 φ 非降，φ(0) = 0，φ|[1,∞) ≡ 1。
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实验中用的平滑阶梯 φ(t) = 6t5− 15t4 +10t3（t ∈ [0, 1]）满足 p = 3，c− = c+ = 10 的首项。

定理 7 (Y 形渐近). 设 ρ 由 (3) 给出，φ 具有平坦阶 p。记 dg = dg(a0, a1)。则存在 λ0 = λ0(φ, p)

与常数 0 < c ≤ C <∞（只依赖 φ, p），使得当 λ ≥ λ0、δ ∈ (0, 1/2] 且 δλ−1/p ≤ 1 时，

c δλ−1/p ≤ 2− dg ≤ C δλ−1/p. (8)

不等式左边说测地线至少抹掉这么多；右边说它不能抹得更多。合在一起就是 2−dg � δλ−1/p。

证明分两步：三折线试探族给出上界 dg ≤ 2− cδλ−1/p；用管距离与离路积分给出下界 dg ≥
2− Cδλ−1/p。

5.3.1 上界：三折线族

对 r ∈ [0, 1]，令 γr 为折线

a0
沿射线−−−−→ rω0

直线−−→ rω1
沿射线−−−−→ a1.

沿射线 ρ ≡ 1，故

L(r) := Lengthg(γr) = 2(1− r) +
∫
[rω0,rω1]

ρds. (9)

r = 0 是图上最短路，L(0) = 2；r = 1 是欧氏弦。两点折线 a0 → Q → a1 不是正确的试探族：

Q 6= o 时整段斜线立刻离图，λ > 0 时最优 Q 被弹回原点。真正会抹角的是先沿边走、再短切的

γr。

线段 [rω0, rω1] 上 dist( · ,Γ) ≤ r
√
3/4。φ 非降，故当 r

√
3/(4δ) ≤ 1 时

L(r) ≤ 2(1− r) + r
√
3
(
1 + λφ

(
r
√
3

4δ

))
.

从而

2− L(r) ≥ r
(
2−
√
3
)
− r
√
3λφ

(
r
√
3

4δ

)
. (10)

取

θ :=
2−
√
3

2
√
3
, µ :=

( θ

c+λ

)1/p
, r :=

4δµ√
3
.

当 λ 充分大时 µ ≤ t0，且 δλ−1/p ≤ 1 时 r ≤ 1。此时 λφ(µ) ≤ λc+µp = θ，代入 (10)：

2− L(r) ≥ 4δµ√
3

(
2−
√
3−
√
3 θ

)
=

4δµ√
3
· 2−

√
3

2
=

2(2−
√
3)√

3
δµ.

于是

dg ≤ L(r) ≤ 2− c δλ−1/p, c =
2(2−

√
3)√

3

( θ

c+

)1/p
.

这是 (8) 的左半边。

5.3.2 下界：管距离加上离路积分

引理 8. 设 γ 是 R2 中连结 a0, a1 的 Lipschitz 曲线，D := maxt dist(γ(t),Γ)。则其欧氏长度满足

Length(γ) ≥ dΩD
(a0, a1) ≥ 2− 2√

3
D.
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证明. γ 落在 ΩD 中，故第一式即定义。第二式在 D <
√
3/4 时由命题 5 的 (6) 给出；在 D ≥

√
3/4

时 dΩD
=
√
3，而 2− (2/

√
3)D ≤ 3/2 <

√
3。

引理 9. 设 γ : [0, 1]→ R2 满足 γ(0) = a0，γ(1) = a1，D = max dist(γ,Γ)。令 d(t) = dist(γ(t),Γ)。
则 ∫ 1

0
φ
(
d(t)/δ

)
|γ̇(t)| dt ≥ 2δ

∫ D/δ

0
φ(τ) dτ. (11)

证明. 函数 x 7→ dist(x,Γ) 是 1-Lipschitz 的，故 |ḋ| ≤ |γ̇| 几乎处处。φ ≥ 0，因此左边 ≥∫
φ(d/δ) |ḋ| dt。d(0) = d(1) = 0，max d = D，故每个水平 σ ∈ (0, D) 至少被向上越过一次、

向下越过一次。把 [0, 1] 分成 d 的单调段，换元后∫
φ(d/δ) |ḋ| dt =

∫ ∞

0
φ(σ/δ)N(σ) dσ ≥ 2

∫ D

0
φ(σ/δ) dσ,

其中 N(σ) 是水平 σ 的穿越次数。再令 τ = σ/δ。

现在估计任意曲线的 g-长度：

Lengthg(γ) =
∫
ρ |γ̇| = Length(γ) + λ

∫
φ(d/δ) |γ̇|

≥ 2− 2√
3
D + 2λδ

∫ D/δ

0
φ(τ) dτ. (12)

从而

2− Lengthg(γ) ≤ δ ·Ψλ

(D
δ

)
, Ψλ(τ) :=

2√
3
τ − 2λ

∫ τ

0
φ. (13)

于是 2− dg ≤ δ · supτ≥0Ψλ(τ)。

Ψ′
λ(τ) = (2/

√
3)− 2λφ(τ)。临界点满足 φ(τ∗) = 1/(

√
3λ)。λ 充分大时 τ∗ ≤ t0，由 (7)，

τ∗ ≤
(
c−
√
3λ

)−1/p
.

在临界点，

Ψλ(τ∗) ≤
2√
3
τ∗ ≤

2√
3
(c−
√
3)−1/p λ−1/p.

（若要用更尖的常数：当 φ(t) = c−t
p 时，Ψλ(τ∗) = (2/

√
3)τ∗ ·p/(p+1)。）τ →∞时 Ψλ(τ)→ −∞

（因为 φ 最终为 1），故全局最大不超过上述量的一个固定倍数。这是 (8) 的右半边。

定理 7 证完。

注 10. 临界条件 φ(τ∗) ∼ λ−1 加上 φ(τ) ∼ τp，给出 τ∗ ∼ λ−1/p。便宜核 {ρ ≤ 1 + O(1)} 的宽度

是 δτ∗ � δλ−1/p，短切半径 r∗ 与之同阶。这与三折线族的最优 r 一致。

6 数值

对 φ(t) = 6t5−15t4+10t3（p = 3）与三折线族 L(r)，在 r ∈ [0, 1] 上取最小。表 1 是 2−L(r∗)
与硬管误差 2− dΩδ

的对照。图 2 是 δ = 0.12 时 L(r) 在顶点附近的剖面。

观察如下。

1. λ = 0 时最优是欧氏弦，完全不认图。
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表 1: 三折线最优值 L(r∗)。图距离为 2。硬管列是 (5)。
δ λ = 0 λ = 4 λ = 20 λ = 80 λ = 400 硬管

0.04 1.7321 1.9969 1.9982 1.9990 1.9995 1.9554

0.08 1.7321 1.9938 1.9965 1.9979 1.9990 1.9143

0.12 1.7321 1.9906 1.9947 1.9967 1.9981 1.8768

0.16 1.7321 1.9875 1.9929 1.9956 1.9975 1.8432

0.22 1.7321 1.9828 1.9902 1.9940 1.9965 1.8006

2. λ = 4 时 L(r∗) 已进入 2 的 1% 以内；λ = 400 时误差小于 0.4%。

3. 固定 λ，误差对 δ 几乎成正比：λ = 4 时 2− L ≈ 0.078 δ，λ = 20 时 ≈ 0.044 δ，λ = 80 时

≈ 0.027 δ，λ = 400 时 ≈ 0.015 δ。比值符合 λ−1/3：λ 放大 5 倍，误差约除以 1.7 到 1.8，而

51/3 ≈ 1.71。

4. 硬管误差约为软惩罚的十到几十倍。为恢复图距离，应走软惩罚，不是细管流形。

5. δ = 0.12 时最优切点 r∗ = 1.000, 0.046, 0.025, 0.017, 0.008（随 λ = 0, 4, 20, 80, 400）。短

切缩回顶点，与注 10 一致。

图 2: δ = 0.12 时三折线长度 L(r)。λ > 0 的曲线在很小的 r∗ 处略低于 2，然后迅速上升。点线

是硬管长度 1.877。

网格 Fast Marching 在 120◦ 射线上有度量误差，长度会被抬到 2 以上；连续上这不可能，因

为图上折线已是长为 2 的可容许曲线。表 1 不用网格，直接积分 ρ。
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图 3: 同一 δ = 0.12，λ 增大时短切缩回顶点。颜色是 ρ。

7 一般图的结构

框架第 II 层：把 G 做成带边曲面。Y 形只是一个分支的局部模型，这里把图册写全。

定义 11 (赋权 ribbon 钥匙图). 工作对象是四元组 (G,w, rot, κ)：

• G = (V,E) 有限连通图，允许重边、禁止环（环可先细分）；

• w : E → R>0 边权；

• rot 是旋转系统：每个顶点处，入射半边有一个循环序；

• κ : E → K 是身份钥匙。主方案 K ⊂ Sd−1；着色特例 K 为标准基。

旋转系统决定怎么把边的矩形粘到顶点圆盘上，从而决定 M 的亏格与边界。钥匙 κ 不参与

长度，只参与身份。
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7.1 显式映射 ribδ

构造 12 (度量图的邻域实现). 输入 (G, rot) 与管宽 δ > 0。先取度量图 Γ：每条边一个长度为 Le

的区间，端点按 G 粘合。顶点是 Γ 里的点，不占长度。

把 Γ 加厚成带边曲面 M，使 Γ ⊂ M 是形变收缩核，并且沿 Γ 的路径度量不被加厚改变。

具体图册：对每个顶点 v 取圆盘 Dv = {|z| ≤ δ}，ι(v) 为圆心；对每条边 e = uv 取矩形 Re =

[0, Le]× [−δ, δ]。把 Re 的中线 [0, Le]× {0} 与 Γ 的边重合；短边 {0} × [−δ, δ]、{Le} × [−δ, δ] 按
rot 粘到 Du, Dv 的边界弧上，并且把中线两端延伸为半径，接到 ι(u), ι(v)。于是每条边的中线从

圆心走到圆心，全长 Le，不另加两段半径。定义

ribδ(G, rot) = (M,Γ, ι), M =
(∐

v

Dv t
∐
e

Re

)/
∼ . (14)

w 与 κ 不进入 ribδ：几何底空间先做好，赋值是下一层的 Φ。沿 Γ 取 ρ = we/Le 时，中线

折线的 g-长度正好是 dG，没有 +2δ 的圆盘账。

注 13. 不要把一般图画进 R2 再取管子。交叉处管子会粘在一起，造出 G 里没有的捷径。ribbon
曲面把交叉解消到不同的局部坐标里。非平面图同样适用。平面嵌入若无交叉，就是 ribδ 的一个

实现，第 10 节的核验用的是这个。

局部坐标如下。

边图卡。 ψe : (0, ℓe)× (−δ, δ)→ R◦
e，(x, y) 中 x 沿边，y 沿法向。

顶点图卡。 ψv : Dv →M。把入射边 e1, . . . , ed 的方向写成单位向量 τi，圆盘用极坐标 (r, θ)，θ

按 rot(v) 分成 d 个扇形，第 i 个扇形的中线对接 Rei。

转换映射只在矩形短边的领区内非平凡，并且是仿射的。因而 M 是光滑（或至少 C∞ 折角

可磨光）的带边曲面。

引理 14 (顶点圆盘不发明邻接). 设 γ : [0, 1] → M 连续。把 γ 落在各 R◦
e 里的连通段按时间排

序，得到边序列 ei1 , . . . , eim。则该序列是 G 上的一条途径：相邻两条边共用一个端点，且 γ 在二

者之间的那段弧落在这个公共端点的圆盘里。特别地，M 上不存在「抄到 G 里没有的邻接」的

连续曲线。

证明. M 的图册只有两类片子：Re 与 Dv。两个不同矩形 Re, Re′ 的交集在 M 里为空，除非经

过某个 Dv，而 Re ∩Dv 6= ∅ 当且仅当 e 关联 v。故 γ 要从 R◦
e 进到 R◦

e′，必须经过某个同时与

e, e′ 关联的 Dv，也就是 e, e′ 在 G 里相邻。

引理 14 是拓扑的，与 ρ 无关。它只保证译码读出的边序是途径；它不保证这条途径短，也

不保证测地线不在圆盘里抹角。

引理 15 (顶点圆盘各向同性短切). 在 Dv 上令 ρ ≡ 1。设入射中线夹角 ψ ∈ (0, π)，对应门户

pi, pj ∈ ∂Dv。则欧氏弦长 |pi − pj | = 2δ sin(ψ/2)，经圆心的折线长 2δ，短切量

2δ
(
1− sin ψ

2

)
= Θ(δ).

证明. 两门户是圆周上夹角 ψ 的两点，弦长公式即得。折线 pi → ι(v)→ pj 由两条半径组成。
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这就是硬管在一个分支上的局部账：圆盘里若按 ρ = 1 通行，误差至少是 Θ(δ)，与命题 5 同

类。

引理 16 (顶点圆盘软惩罚). 在 Dv 上取与 (3) 相同的 ρ = 1 + λφ(dist( · ,Γv)/δ)，其中 Γv 是入

射中线之并，φ 具有平坦阶 p。则存在只依赖 ψ,φ, p 的常数 0 < c ≤ C < ∞，使当 λ 充分大且

δλ−1/p ≤ 1 时

c δλ−1/p ≤ 2δ − dg(pi, pj) ≤ C δλ−1/p.

证明. 记 α = 1− sin(ψ/2) > 0（因为 ψ ∈ (0, π)）。对 r ∈ (0, δ]，令 γr 为：沿一条中线从门户 pi

走到半径 r，再沿弦切到另一条中线的半径 r，再沿中线走到 pj。沿中线 ρ ≡ 1（该圆盘的 ρnn 先

归到 1；一般情形见注 17）。弦长 2r sin(ψ/2)，弦中点到 Γv 的距离为 (r/2) sinψ。当 r sinψ ≤ 2δ

时

L(r) ≤ 2(δ − r) + 2r sin ψ
2

(
1 + λφ

( r sinψ
2δ

))
,

从而

2δ − L(r) ≥ 2rα− 2r sin ψ
2 λφ

( r sinψ
2δ

)
.

取 µ = (α/(2c+λ sin(ψ/2)))1/p、r = 2δµ/ sinψ（λ 大时 r ≤ δ），与定理 7 同一套代数给出

2δ − dg(pi, pj) ≥ c(ψ,φ, p) δλ−1/p.

下界：令D = max dist(γ,Γv)。硬管把 δ 换成D，抹角至多 O(D)。层饼积分仍给出 λ
∫
φ(d/δ) |γ̇| ≥

2λδ
∫ D/δ
0 φ。与 (13) 相同，supΨλ � λ−1/p，故抹角 ≤ C(ψ,φ, p) δλ−1/p。

注 17 (不等边权). 若两条入射边的 ρnn 为 a, b > 0，沿中线走到半径 r 省下 (a + b)r，弦的代价

夹在 min(a, b) 与 max(a, b) + λφ 之间。常数改成依赖 ρmax/ρmin 与 ψ，阶仍是 δλ−1/p。下文用

C∗ 记只依赖 φ, p, ψmin, ρmax/ρmin 的常数。

因此：拓扑上圆盘不能造出新边；度量上各向同性会 Θ(δ) 抹角，软惩罚把抹角压回与 Y 形

相同的阶。省路只发生在顶点邻域。边上的矩形里，离开中线只会更贵。

引理 18 (边上不能省路). 在 Re 上 ρ(x, y) = ρe(y) ≥ ρon := we/Le，且 ρe 不依赖 x。任何从

{x = x0} 走到 {x = x1} 的 Lipschitz 曲线满足

Lg(γ) ≥ ρon |x1 − x0|.

等号当且仅当 y ≡ 0 且 x 单调。特别地，走完整条边至少花费 we。

证明. Lg(γ) =
∫
ρe(y)

√
ẋ2 + ẏ2 dt ≥ ρon

∫
|ẋ| dt ≥ ρon|x1 − x0|。

因而：在走廊内部，测地线必须贴中线。唯一能短于图长度的地方，是顶点圆盘里把两条半

径换成一条弦。

引理 19 (极小曲线的组合型). 设 M 是构造 12 的邻域，ρ 由 (3) 给出，且不相邻边的 δ-管子不
相交。则任意 s–t 的 g-极小曲线 γ 在每个边矩形的内部是中线段，只在顶点圆盘里离开 Γ。按时

间记录 γ 进入的边内部，得到 G 上一条无来回的途径 W (γ)，称为 γ 的组合型。并且

dG
(
W (γ)

)
− C∗ k

(
W (γ)

)
δλ−1/p ≤ Lg(γ) ≤ dG

(
W (γ)

)
, (15)

其中 k(W ) 是 W 的内部分支点数。右端是沿 W 的中线；左端是每个圆盘至多抹掉 C∗δλ
−1/p（引

理 16）。
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证明. 若 γ 在 R◦
e 里离开中线，把这段换成中线投影：引理 18 说 g-长度不增，且严格离开时严

格变短，与极小矛盾。故 γ 在每个 R◦
e 里是中线段。

γ 要从一条边的中线进到另一条，必须穿过某个公共端点的 Dv（引理 14）。在 Dv 里它是连

接两个门户的极小曲线，长度由引理 16 控制。

不相邻管子不相交，故不能从 Re 不经圆盘跳到不相邻的 Rf。于是边的时间顺序是途径。极

小曲线有有限长度，矩形访问次数有限；在同一条边上折返会按引理 18 多付一倍，故可去掉来

回。

右端：中线途径可容许，长度 dG(W )。左端：把每个圆盘短切换回过圆心的中线，长度增加

至多 C∗δλ
−1/p；边矩形上没有别的差额。

命题 20 (极小曲线存在). 取 M 为 Γ 的一个有界闭邻域，使 {dist( · ,Γ) ≤ δ} ⊂M。ρ 有正下界，
故 dg 与底度量等价。M 紧，长度空间完备，任意两点有极小曲线。

证明. ρ ≥ mine(we/Le) > 0。Lipschitz 曲线的 g-长度与底长度只差一个有界倍数；紧长度空间

上两点有极小曲线。离 Γ 超过 δ 后 ρ ≥ ρmin + λ。取 λ ≥ dG(s, t)/diam(M) 时，极小曲线不会

跑出管子的一个固定倍数之外。

定理 21 (管子). 设 s, t ∈ V，P 是唯一的 s–t 最短路，与第二短简单途径的间隙为 γ > 0。取

δ > 0 使不相邻边的 δ-管子不相交，且 δ ≤ 1
2Lmin。若

γ > 2C∗ |V | δλ−1/p, (16)

则任意 s–t 的 g-极小曲线的组合型等于 P，从而落在 P 的管子里：边矩形
⋃
e∈P Re 与顶点圆盘⋃

v∈P Dv 的并。

证明. 由命题 20 取一条极小曲线 γ，由引理 19 它有组合型 W =W (γ)，且

Lg(γ) ≥ dG(W )− C∗k(W ) δλ−1/p.

中线给出 dg ≤ dG(P )，而 Lg(γ) = dg，故

dG(W )− C∗k(W ) δλ−1/p ≤ dG(P ).

若 W 6= P，则 dG(W ) ≥ dG(P ) + γ（边权为正，非简单途径只会更长）。k(W ) ≤ |V |，于是

γ ≤ C∗|V |δλ−1/p，与 (16) 矛盾。故 W = P。

间隙写成 2C∗ 是给译码的圆盘阈值留一倍余量；论证本身 C∗|V | 已够。

定理 22 (距离逼近). 在定理 21 的假设下，

0 ≤ dG(s, t)− dg(s, t) ≤ C∗ k(P ) δλ
−1/p.

若最短路不唯一，右端把 k(P ) 换成诸最短路分支数的最大者；dg ≤ dG 仍成立，组合型是其中

一条最短路。

证明. dg ≤ dG 是 (4)。定理 21 给出极小曲线的组合型为某条最短路 P，再由 (15) 的左端，dg =

Lg(γ) ≥ dG(P )− C∗k(P ) δλ
−1/p。不唯一时，同一论证禁止组合型走到任何非最短途径。
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命题 23 (沿固定走法的试探曲线). 设 W 是任意 s–t 途径。沿 W 的中线长度为 dG(W )。在每个

内部分支点按引理 16 做三折线短切，得到与 W 同组合型的可容许曲线 γW，满足

dG(W )− C∗k(W ) δλ−1/p ≤ Lg(γW ) ≤ dG(W ).

这只说明该组合型能抹掉多少；真正的测地线由定理 21 选定组合型。

7.2 顶点处的各向异性

共形 ρ 在圆盘里对各方向一视同仁，所以才会有引理 15 那种弦。若还想把抹角再压一档，在

Dv 上改用 Finsler 范数

Fx(ξ)
2 =

d∑
i=1

αi(x) 〈ξ, τi〉2 + β(x) |ξ⊥|2, (17)

αi 只在第 i 个扇形的走廊里小，β 很大。换走廊必须付转弯费，定理 22 的上界只可能更小，定

理 21 的间隙条件只可能更松。本文的定理不依赖这次替换；译码端只读 σ，与 F 无关。

在 Re 上共形度量仍是

g = ρe(y)
2(dx2 + dy2), ρe(y) =

we
Le

+ λφ
(
|y|/δ

)
. (18)

8 边权的赋值：长度写入 ρ，身份写入哈希表

框架第 III 层。原先若只赋 w : E → R>0，测地线知道有多贵，不知道走在哪条边上。长度

是标量，走法是组合对象，所以赋值必须拆开。

构造 24 (显式映射 Φ). 输入 G = (G,w, rot, κ)、管宽 δ、惩罚 λ、剖面 φ，以及已经做好的

ribδ(G, rot) = (M,Γ, ι)。把边权升级为

ŵ(e) =
(
we, ke

)
∈ R>0 ×K, ke := κ(e). (19)

令 ωe(x) = exp
(
− dist(x,Re)2/(2θ2δ2)

)
（记录场用 θ = 0.45）。定义

Φ(G, δ, λ, φ, κ) = (ρ, σ)

如下。

• 长度场：ρ 只用 w。在离开顶点圆盘的点上取最近边，

ρ(x) =
we(x)

Le(x)
+ λφ

(
dist(x,Γ)/δ

)
, e(x) = arg min

e
dist(x,Re).

于是沿 Re 中线
∫
e ρ = we。若对所有边做 ωe 凸组合，贵边会渗进便宜中线：菱形上中线会

长约 3%，dg ≤ dG 的保证先坏。若底长已经做成 ℓe = we，中线第一项是 1，回到 (18)。

• 记录场：σ 只用 κ，

σ(x) =

∑
e ωe(x) ke∑
e ωe(x)

∈ conv(K).

在 Re 内部 σ ≈ ke；在顶点圆盘里，σ 是入射钥匙的凸组合。
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哈希表 H 把 ke 送到 e。译码是对 σ(γ(t)) 查 H，见第 9 节。

ρ 决定测地线走哪条走廊（变分问题仍然是标量的）。σ 不进入能量，只沿已经求出的测地线

被读取。两者必须分开：若把钥匙偶联进长度，短边和长边的身份会互相干扰。

主方案取 ke 为 Sd−1 上通有的单位向量（d = 8 或 16）。整数、互异标量都不能用：顶点处

的凸组合可以落到第三把钥匙上，而且距离接近零，假高置信。

命题 25 (整数钥匙不能插值). 设 K = Z，三条边的钥匙为 a < b < c 且 b = (a+ c)/2。若某顶点

处只有钥匙 a, c 的边入射，则该处 σ = (a+ c)/2 = b，最近邻是另一条边，且 |σ − b| = 0。丢掉

顶点圆盘不能从根上排除这种幽灵钥匙：只要混合比接近 1 : 1，采样就会以任意高置信读成 b。

证明. 凸组合在一条直线上。两点 a, c 的中点若被第三把钥匙占用，最近邻必是它。

菱形上取 su = 1, ut = 2, sv = 3，则 s 处 1 与 3 的混合就是 2 = ut。实验见图 7。

命题 26 (单位向量最近邻). 设 ke ∈ Sd−1 且 e 6= e′ 时 〈ke, ke′〉 ≤ 1−η，η ∈ (0, 2]。令 σ =
∑
λeke，

λe ≥ 0，
∑
λe = 1，并设某个 e∗ 满足 λe∗ ≥ ϑ。若

ϑ >
2

η + 2
,

则 ke∗ 是 σ 的唯一最近邻。若 σ = (ki+kj)/2是两把不同钥匙的等权混合，则对一切 e，‖σ−ke‖ ≥√
η/2。

证明. 记 λ∗ = λe∗ ≥ ϑ。〈σ, k∗〉 ≥ λ∗ + (−1)(1− λ∗) = 2λ∗ − 1。对 f 6= e∗，〈σ, kf 〉 ≤ λ∗〈k∗, kf 〉+
(1− λ∗) ≤ λ∗(1− η) + (1− λ∗)。相减

〈σ, k∗〉 − 〈σ, kf 〉 ≥ 2λ∗ − 1−
(
λ∗(1− η) + 1− λ∗

)
= λ∗(η + 2)− 2.

ϑ > 2/(η+2) 时右边为正，故 ‖σ−k∗‖ < ‖σ−kf‖。等权混合：‖(ki+kj)/2−ki‖2 = (1−〈ki, kj〉)/2 ≥
η/2。第三把钥匙若正好沿 ki + kj 的方向，可以靠近这个中点——整数钥匙强制共线，所以一定

会发生。单位向量取通有随机、d ≥ 8 时，三钥匙几乎不会共面到这种程度；译码再丢掉次近间隔

小的点。

实验里 d = 8 时最小夹角 47.7◦（η ≈ 0.32），d = 16 时 75.5◦（η ≈ 0.74）。等权混合的最近距

离分别约为 0.40 与 0.61，阈值 0.45 会丢掉后者，前者再配上次近间隔即可。边上 λe∗ ≈ 1，最近

邻稳定。

着色是这个构造的离散特例：ke = eχ(e) ∈ ∆k−1，最近邻变成 arg max，查表改成 (v, χ)。空

间哈希不经过 σ，把 γ(t) 所在格子的最近边当作译码；它绑在嵌入上，格子一粗就会读到另一条

走廊。(v,方向) 完美哈希是 H 加上「只在当前顶点的入射边里查」，需要走法状态。滚动哈希只

校验译出的边序，不反解。

对照实验见第 9.2 节。建议：主方案用单位向量钥匙 H。

命题 27 (着色词决定走法). 设 χ 是正常边着色，v0 ∈ V，c = (c1, . . . , cm) 是颜色词。则至多存

在一条以 v0 为起点、依次使用颜色 c1, . . . , cm 的途径。若每一步在当前顶点处都有这条颜色的入

射边，则恰好一条。
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证明. 正常着色下，每个顶点处各入射边颜色两两不同。故在 vj−1 处，颜色 cj 至多对应一条边。

沿它走到另一端即 vj。归纳即得。

这就是当初「n 等于最大度、不同边走不同分量」真正能记录走法的原因：n = k ≤ ∆ + 1，

分量下标是颜色，不是任意的局部编号。局部编号在边的两端可以对不上；颜色是全局的。

注 28 (三种不够格的赋值). 1. 只赋 we ∈ R>0，ρ ≡ 1 画在所有边上。度量看见的是画法的欧

氏长度，不是边权。两条嵌入等长、权不同的路会被当成一样贵。

2. 只赋互异的标量（例如第 i 条边权为 2i，或身份写成整数 1, . . . , |E|）。路径长度也许唯一，

但从一个实数分解出边集是背包问题；当作钥匙时，顶点处的凸组合会落到第三把整数上，

见命题 25。

3. 只在每个顶点处给一个局部标号 1, . . . , deg(v)。一条边两端的分量可以不同，沿边走时记录

场必须“改名”，译码要带坐标变换，比全局钥匙脆。

若还想让最短路唯一，再做一次通有扰动

we ← we
(
1 + ε ξe

)
,

ξe 通有。简单途径的长度于是两两不同，定理 21 的间隙 γ > 0 自动成立。扰动只改 ρ，不改 κ。

非交换的记录也行：给每条边一个群元素 ge ∈ FE（边集上的自由群），沿测地线做路径有序

乘积，得到的字就是途径本身。单位向量查表更轻；着色是它的离散特例。

9 从测地线还原走法

框架第 V 层。第 IV 层给出长度和曲线 γ；本层用 σ 把 γ 读成途径。

构造 29 (查表译码). 输入：源点 s、目标 t、场 (ρ, σ)、表 H : ke 7→ e。输出：顶点序列。

1. 从 s解 eikonal |∇u| = ρ，u(s) = 0。从 t沿 −∇u回溯，再反转，得到定向曲线 γ : [0, 1]→M，

γ(0) = s，γ(1) = t。

2. 在 γ(t) 上计算 σ(γ(t))。若到最近钥匙的距离大于阈值，或与次近距离之差太小，或落入顶

点圆盘，丢弃该采样。

3. 对其余采样取最近邻 ê(t) = H(NN(σ(γ(t))))，再做游程压缩，得到边序列。

4. 从 s 出发沿该边序列走。查到的已经是边，不需要当前顶点来解释身份；只需检查相邻边在

G 里确实关联（引理 14）。

着色特例把第 2–3 步换成：丢掉 maxi σi < ϑ 的点，对其余点取 arg max，再按命题 27 走颜色词。

第 2 步的阈值不是修补，是赋值的一部分：σ 在边的内部接近 ke，在圆盘里故意做成混合态。

译码只相信边的内部，圆盘只负责把走廊接起来。

命题 30 (还原). 设钥匙满足命题 26 的分离条件，s–t 最短路 P 唯一，且 (δ, λ) 满足定理 21 的间
隙条件。再设每条边的中线在去掉两端半径 r0 := max(δ, C∗δλ

−1/p) 之后仍有正长度的内部，即

Lmin > 2r0。置信阈值按命题 26 选取。则构造 29 输出的途径正好是 P。着色特例在 χ 正常、

ϑ ∈ (1/2, 1) 时同样成立。
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证明. 定理 21 给出极小曲线 γ 落在 P 的管子里，组合型为 P。管子在 P 的每条边内部与其它边的

管子分开（不相邻边的 δ-管不相交；相邻边只在圆盘里相遇）。因而在 {x ∈ Re : dist(x, ι(V )) ≥ r0}
上，最近边就是 e，σ 以权重 λe∗ 接近 1 贴着 ke。命题 26 给出唯一最近邻。这些内部各是一段

正长度的区间，游程压缩得到 P 的边序列。从 s 沿边序列走，由引理 14 得到顶点序列 P。着色

特例改用命题 27：边内部 arg max 就是颜色，圆盘混合被 ϑ > 1/2 丢掉。

eikonal 从源点解出，回溯从目标开始，得到的是反方向的曲线。译码之前必须先定向。着色

特例尤其如此：颜色词反了，从 s 出发会走进另一条同色边。主方案 H 查出的是边本身，定向错

误会得到反序边列，从 s 接不上，会被关联检查拒绝。

9.1 菱形上的一次还原

图有四条边、两条 s–t 路：

s
1−→ u

1−→ t, s
1.8−−→ v

1.8−−→ t.

短路放在 x 轴上。正常二着色：χ(su) = χ(vt) = 0，χ(ut) = χ(sv) = 1。公路度量按构造 24 赋

值，δ = 0.10，λ = 30。最近边公式下 Fast Marching 得到 dFM
g (s, t) = 2.006（图距离 2）。沿测

地线读 σ：在 s, u, t 附近两色各半，边内部则一边接近 1。游程压缩得颜色词 (0, 1)，从 s 译出

s→ u→ t。

图 4: 左：ρ 与测地线，贴着短路 s→ u→ t。右：σ 的主颜色分区；条形码 [0, 1] 译成 s→ u→ t。

同一颜色可以涂在不相邻的边上（su 与 vt 都是颜色 0）。条形码给出的是时间顺序，不是颜

色的集合。若只看集合 {0, 1}，两条 s–t 路无法区分；加上起点和顺序就能区分。单位向量钥匙

没有这个歧义：每条边一把钥匙，查表直接得到边。

9.2 哈希方案对照

在菱形与一张更大的近长路图上比较五种写法。近长路图有三条 s–t 路：

s→ a→ b→ t (3), s→ c→ d→ t (3.18), s→ e→ t (3.80).

短路贴在 x 轴上，近路与它平行、间距 0.22。δ = 0.10，λ = 30，ρ = we/Le 加公路惩罚。测地

线定向为 s→ t，顶点圆盘采样丢掉。
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图 5: 沿测地线的 σi(t)。两端和中点 u 处两色混合，这些采样被阈值丢掉；剩下两段高置信区间，

正好是两条边。

图 方案 曲线 译码 结果

菱形 H / C / P / G 细格 测地线、折线 s→ u→ t 成功

菱形 G 粗格 0.20 测地线 s→ v → t 失败

菱形 整数钥匙，不丢顶点 折线 接不上 失败

近长路 H / C / P / G 细格 测地线、折线 s→ a→ b→ t 成功

近长路 G 粗格 测地线 接不上 失败

近长路 整数钥匙 测地线、折线 幽灵边序 失败

正方形网格上菱形 dFM
g = 2.006（图 2）；近长路在配方参数下见第 10 节。近路权从 1.01 扫

到 1.20（总间隙 0.03 到 0.60），H 都译出短路。滚动哈希只在走法正确时与期望值一致。

图 6: 菱形上的单位向量钥匙。左：ρ 与测地线。右：高置信最近邻分区，灰色是被丢掉的顶点混

合。

粗格空间哈希在菱形上读成了更长的那条路 s → v → t：格子比管宽大，最近边会跳槽。整

数钥匙在近长路图上译出 ab, sa, ab, bt, sc，不是从 s 出发的途径。因此主方案用 H；C 留下当已

证明的离散特例；G 只适合当加速结构；P 当 |E| 很大时作保险；R 只校验。

要求（A）（B）在公路长度结构上已经是定理 22、21 与命题 30。剩下的只是把 C∗ 写尖，以
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图 7: 整数钥匙反例。菱形在 s 处 su = 1 与 sv = 3 等权混合，插值恒为 2 = ut，而且距离为零。

及把 ρ 磨成光滑黎曼度量时多出来的 O(η)。

10 参数配方与核验

构造 24 还缺 (δ, λ)。δ 太大，不相邻边的管子粘连，引理 19 的「不相邻管子不相交」先坏；

λ 太小，软惩罚压不住短切，定理 21 的间隙被抹掉。下面的配方只依赖画法几何与权的间隙，不

调参。

构造 31 (参数配方). 输入画法与 w。令 Lmin 为最短欧氏边长，sep 为不相邻边（不共顶点）之

间的最小距离，没有则取 ∞，k 为一条最短路上的内部分支点数，γ 为第二短简单途径与 dG 的

差（唯一则 ∞）。取

δ ≤ min
(
0.12Lmin, 0.32 sep

)
,

λ ≥ max
(
16, 1.2 dG

|s−t| ,
(
2Csoftkδ/γ

)3)
,

其中 Csoft = 0.12 来自定理 7 在 φ ∼ t3 时的数值包络（Y 形 δ = 0.12，λ = 4, 20, 80 的 c(λ) 分

别为 0.078, 0.044, 0.027，而 0.12λ−1/3 盖住它们）。估计

ε̂ = Csoft k δ λ
−1/3.

若 γ > 2ε̂，称这组参数对（B）是可接受的。

δ 的上界让不相邻管子不粘连（定理 21 的几何假设），入射边的管子仍在顶点处相交。λ 的

下界让欧氏弦贵过图距离，并把定理 22 的抹角预算压到间隙的一半以下。Csoft 是 C∗ 在 p = 3、

Y 形标定下的工作常数；配方是定理 21 的一个可计算充分条件，不是另一套理论。

要求（A）的诚实核验是：沿期望最短路的中线积分 ρ，应等于 dG（赋值正确）；Y 形再用已

证的三折线上界对照抹角阶。网格 Fast Marching 是离散 eikonal，沿对角线会高估，不拿来否定

（A）。
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图 8: 近长路图。红：短路（权 3）；蓝：近路（权 3.18）；灰：干扰路。测地线贴着短路，dg = 3.037。

图 走法 dG γ δ λ ε̂ 中线 ρ 译码

Y 形 a0 → o→ a1 2 ∞ 0.120 24 0.005 2.000 通过

菱形 s→ u→ t 2 1.60 0.120 20 0.005 2.000 通过

三角形 s→ t 1 1.50 0.157 20 0.007 1.000 通过

方块 s→ a→ t 2 0.80 0.144 20 0.006 2.000 通过

树 s→ a→ t 2 ∞ 0.099 24 0.004 2.000 通过

圈加贵弦 s→ v → u→ t 3 0.45 0.120 20 0.011 3.002 通过

近长路 s→ a→ b→ t 3 0.18 0.069 20 0.006 3.000 通过

表 2: 配方参数下的核验。七张图中线 ρ 相对误差 < 10−3，译码等于穷举最短路，且 γ > 2ε̂。

对七张图按构造 31 取参，单位向量钥匙 d = 8（近长路 d = 16），构造 29 译码。结果见表 2
与图 9。

Y 形连续三折线长 1.995（硬管 1.877），与 ε̂ = 0.005 同阶。网格 Fast Marching 在 Y 形上

给出 2.122、圈加弦上给出 3.504：这是笛卡尔网格沿折线的度量误差，不是 dg > dG。

这些图覆盖了框架要看的几种几何：唯一分支（Y、树）、两条竞争路（菱形、方块）、直边对

绕行（三角形）、贵弦不该抄（圈加弦）、近平行走廊（近长路）。参数都由构造 31 算出，没有按

图手调。七张图满足定理 21 的间隙条件，译码与定理 22 的中线等式同时成立。

11 算法与定位

Dijkstra 精确且多项式。一般公路度量上的测地线要解 eikonal 方程 |∇u| = ρ，数值上是网

格 Fast Marching，即连续版 Dijkstra，更慢，还有离散化误差。因此本构造不能当作更快的最短

路算法。

它的用处在于：给带权图一个光滑变分结构，使测地流、曲率、热核可以谈，并且与图距离

的差距被定理 7 这类估计管住。离散的路、割、电阻可以写成同一个能量的临界点。
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图 9: 七张检验图的 ρ 与测地线（橙）。管子贴着最短路，不相邻走廊分开。

若图能低畸变地嵌进球面或双曲空间，闭式测地线可以当近似；那是另一条线，过不了命题 1，
只能近似。

已有工作：度量图与 quantum graph [1]；细管流形的谱收敛 [6, 2]；ribbon graph 与 Strebel
微分；各向异性 Fast Marching [7, 4]；图到黎曼流形的等距嵌入分类 [3]。

现在已经有的是：Y 形上的定量误差（定理 7），公路长度结构与邻域实现 ribδ、Φ，边上不能

省路与极小曲线的组合型，管子定理 21 与距离定理 22，顶点圆盘的拓扑引理与软惩罚估计，单

位向量钥匙的最近邻命题，查表译码（主方案 H，着色是特例），以及七张图上（A）赋值与（B）

译码同时成立的核验。光滑磨光的误差、C∗ 的尖常数、以及 Finsler 顶点把 r∗ 再压一档，仍可写

得更细。

12 下一步

1. 把 C∗ 写成 ψmin, ρmax/ρmin, p 的显式式；引理 16 的下界目前与定理 7 同类，硬管系数还可

以再尖。

2. 把 ρ 在尺度 η 上磨光，给出 dg 的 O(η) 扰动，使度量成为光滑黎曼。

3. 把 ρ 换成 (17)，看 Y 形的 r∗ 是否更小；译码端只依赖 σ，不应被这次替换破坏。
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