
图上 Steklov 特征函数的通有性质

杨锟∗

摘要

离散 Steklov 问题不满足弱唯一延拓。对通有的正边权，每个非常值特征函数在边界上
单射，其调和延拓在 B-核上单射。延拓因而在核上是 Knill 意义下的顶点 Morse 函数，指
标和等于 χ(GB)。若 S 的支撑图是路，通有地属于 λj 的特征函数有 j + 1 个局部极值；若

是圈，个数为 2dj/2e；若是树，λ1 的局部极值恰好是叶子。若每个内部分量与 B 至多交于

两点，则通有地，属于正特征值的特征函数在 V 上的符号域数目等于在 GS 上的数目。

1 引言

特征函数的通有性质可追溯到 Uhlenbeck [2]。在带边界的紧 Riemann流形上，Wang [1]证
明：对通有共形类，Steklov 特征函数在边界上是 Morse 的，即微分与 T ∗(∂M) 的零截面横截。

论证用到弱唯一延拓，以及 Dirichlet-to-Neumann 映射第一变分的密度引理。
有限图上指定边界 B ⊂ V 的离散 Steklov问题由 Hua–Huang–Wang [3]研究。Chen–Hua–

Shi [4] 证明：对通有正边权，每个 Steklov 特征值都是单的，且每个特征函数在 B 上无处为零。

单性与不取零并不给出单射：属于 λ0 = 0 的常值特征函数在 |B| ≥ 2 时在每个边界顶点取相同

的值。弱唯一延拓同样失败，因为单点集在离散拓扑中是开集。因此 Wang 的密度引理不能直
接搬过来。下文的证明使用特征多项式的结式，以及树上的归纳构造。

对通有边权，每个非常值特征函数在 B 上单射。同一压缩排除 α⊤f = 0（只要 α ∈ CB 不

与 1 平行，C ⊂ R 任意有限）；特别地 2f(i) 6= f(j)，f(i)+ f(j) 6= 0，以及 2f(j) 6= f(i)+ f(k)。

顶点或边属于 B-核 GB，当且仅当它落在某条两端都在 B 上的简单路上。内部叶子与悬挂块位

于 GB 之外，且对每个 w > 0，延拓在每个这样的块上是常数。在 GB 上延拓单射且不取零，因

而是 Knill [8] 意义下的顶点 Morse 函数，并且∑
v∈V (GB)

iu(v) = χ(GB).

若 G 存在叶子全在 B 中的生成树，则 GB = G。其逆在 C4 上、B 为两个相对顶点时不成立。

G[B] 与 GS 中的闭星形都落在 B 里，故 B 上单射已给出二者上的顶点 Morse。若 GS 是

路，则对每个 w > 0 谱都是单的，通有地属于 λj 的特征函数有 j+1 个局部极值。若 GS 是圈，

个数为 2dj/2e。若 GS 是树，λ1 的局部极值恰好是叶子。若每个内部分量与 B 至多交于两点，

则对每个正特征值，调和延拓在 V 上的符号域数目等于 f 在 GS 上的符号域数目；特别地 λ1

恰有两个。

下一小节回顾离散 Steklov 问题，顶点 Morse 函数见第 1.2 小节。第 2 节陈述主要结果。
第 3 节汇集第一变分公式与 Chen–Hua–Shi 的输入。其余命题在第 4 节证明。
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1.1 离散 Steklov 问题

设 G = (V,E) 为有限简单无向图，B ⊂ V 为非空子集，称为边界。补集 Bc = V \B 为内
部。正边权是函数 w : E → R+。G 上的函数等同于 RV 中的向量。若 G 不连通，Steklov 问题
分解到那些与 B 相交的连通分量；与 B 不交的分量不作贡献。以下一律假设 G 连通。

定义 1.1. 对 u ∈ RV，加权图 Laplacian 为

(∆u)(x) =
∑

{x,y}∈E

w(x, y)
(
u(x)− u(y)

)
, x ∈ V.

相应的 Laplace 矩阵 L 的元素为

Lxy =


∑

z∼xw(x, z), y = x,

−w(x, y), {x, y} ∈ E,

0, 其他.

矩阵 L 对称且对角占优。在边界上，同样的加权差写作外法向导数

(∂νu)(x) =
∑

{x,y}∈E

w(x, y)
(
u(x)− u(y)

)
, x ∈ B.

按 V = Bc tB 分块得

L =

(
L[Bc] L[Bc,B]

L[B,Bc] L[B]

)
.

定义 1.2. 一对 (λ, u) ∈ R× RV \ {0} 称为 Steklov 特征对，若(∆u)(x) = 0, x ∈ Bc,

(∂νu)(x) = λu(x), x ∈ B.
(1.1)

引理 1.3. 若 G 连通且 B 6= ∅，则 L[Bc] 正定，因而可逆。若 Bc = ∅，该块为 0× 0 矩阵，行

列式为 1。

证明. 若 Bc = ∅，按约定行列式为 1。现设 Bc 6= ∅。对 x ∈ RBc
，在 B 上用零延拓得 x̃ ∈ RV。

则

x⊤L[Bc]x = x̃⊤Lx̃ =
∑

{a,b}∈E

w(a, b)
(
x̃(a)− x̃(b)

)2
.

若左边为零，则 x̃沿每条边为常数。G连通迫使 x̃在 V 上为常数。条件 x̃|B = 0再给出 x̃ ≡ 0。

故二次型正定。

定义 1.4. 对 f ∈ RB，调和延拓 hf ∈ RV 是离散 Dirichlet 问题(∆hf )(x) = 0, x ∈ Bc,

hf (x) = f(x), x ∈ B.
(1.2)

的唯一解。等价地，L[Bc](hf )Bc + L[Bc,B]f = 0。由引理 1.3，

(hf )Bc = −L−1
[Bc]L[Bc,B]f. (1.3)

映射 f 7→ hf 是线性的，且 h1B = 1V。
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定义 1.5. Dirichlet-to-Neumann 算子是线性映射

Λw : RB → RB, f 7→ ∂νhf , (1.4)

其中 hf 为 f 的调和延拓。逐点地，(
Λwf

)
(x) =

∑
{x,y}∈E

w(x, y)
(
hf (x)− hf (y)

)
, x ∈ B. (1.5)

把 x 的邻点按落在 B 或 Bc 分开，得(
Λwf

)
(x) =

∑
y∈B

{x,y}∈E

w(x, y)
(
f(x)− f(y)

)
+

∑
z∈Bc

{x,z}∈E

w(x, z)
(
f(x)− hf (z)

)
. (1.6)

矩阵形式下 ∂νhf = L[B]f + L[B,Bc](hf )Bc。代入 (1.3) 得

Λwf = Sf, S = L[B] − L[B,Bc]L
−1
[Bc]L[Bc,B]. (1.7)

矩阵 S 称为 Steklov 矩阵，即 L[Bc] 在 L 中的 Schur 补。由 Cramer 法则，

S =
L[B] detL[Bc] − L[B,Bc] adj(L[Bc])L[Bc,B]

detL[Bc]
,

故 S 的每个元素都是边权的有理函数，分母为 detL[Bc]。由引理 1.3，对 w > 0 后者严格为正。

Steklov 问题 (1.1) 等价于特征值问题

Λwf = λf, f = u|B 6= 0, (1.8)

其中 u = hf。若 Bc = ∅，则 hf = f，且 Λw 与图 Laplacian 重合。

对互异边界顶点 x, y ∈ B，

−Sxy = w(x, y) +
∑

z,t∈Bc

w(x, z) (L−1
[Bc])ztw(t, y). (1.9)

对内部顶点 x ∈ Bc，由 (1.3) 得

hf (x) = e⊤x (hf )Bc = −e⊤x L−1
[Bc]L[Bc,B]f.

由于 L 对称，L[B,Bc] = L⊤
[Bc,B]，因而

hf (x) =
(
−L[B,Bc]L

−1
[Bc]ex

)⊤
f = p⊤x f,

其中

px = −L[B,Bc]L
−1
[Bc]ex ∈ RB.

于是对每个 x ∈ Bc，

hf (x) = p⊤x f. (1.10)

px 的 y-分量是 δy 的调和延拓在 x 处的值。由于 1 的调和延拓仍是 1，有 1⊤Bpx = 1。
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引理 1.6 (Proposition 2.1, [3]). 对每个 f ∈ RB，

f⊤Sf = h⊤f Lhf =
∑

{x,y}∈E

w(x, y)
(
hf (x)− hf (y)

)2 ≥ 0. (1.11)

命题 1.7 (Propositions 2.1 and 3.2, [3]). 矩阵 S 实对称且半正定。若 G连通，则 kerS = span{1}
且

spec(S) =
{
0 = λ0 < λ1 ≤ · · · ≤ λ|B|−1

}
.

属于非零特征值的特征函数满足
∑

x∈B f(x) = 0。

引理 1.8 (Proposition 2.7, [4]). 对 x 6= y ∈ B，−Sxy > 0 当且仅当 G 中存在从 x 到 y 的路，

其所有中间顶点都落在 Bc。

定义 1.9. 支撑图 GS 的顶点集为 B，互异的 x, y ∈ B 之间有边当且仅当 Sxy 6= 0。由引理 1.8，
这等价于 {x, y} 是 G 的边，或存在从 x 到 y、中间顶点全在 Bc 的路。作为组合图，GS 只依

赖于 (G,B)。

在流形上，Wang 的弱唯一延拓会推出：Steklov 特征函数若在单个边界顶点为零则恒为零，
因为单点集是开集。这在离散情形不成立。

例 1.1. 设 G 为路 v1−v2−v3，B = V 且 w ≡ 1。此时 Steklov 特征值与 Laplacian 特征值重
合，且

L =


1 −1 0

−1 2 −1

0 −1 1

 .

特征向量 (1, 1, 1)、(1, 0,−1) 和 (1,−2, 1) 分别属于特征值 0、1 和 3。第二个特征向量在 v2 处

为零，但并非恒为零。

定义 1.10. 设 G 连通且 B ⊂ V 非空。顶点或边属于 B-核 GB，当且仅当它落在某条两端都在

B 上的简单路上。B-核视为 G 的子图。

内部叶子与悬挂块——包括附着在内部顶点上的那些，图 1——位于 GB 之外。

1.2 顶点 Morse 函数

图没有余切丛，因而无法使用 Wang [1] 意义下的 Morse。按 Knill [8]，顶点上的函数称为
顶点 Morse，若它在每个闭星形上单射。闭星形是顶点的组合邻域；其上单射使每个局部极值
都是严格的。更早的指标出现在多面体链环上，见 Banchoff [9]。Forman 的单纯形配对 [10] 通
有地失败，本文不用：在 1-骨架上它要求每个顶点处 |lk−(v)| ≤ 1，而度数至少为二的严格局部

极大已经违反该条件。

指标使用团复形的 Euler示性数；空图没有团，故 χ(∅) = 0。S的特征多项式记为 pS(λ,w) =

det
(
S(w)− λI

)
。
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定义 1.11. 设 H 为有限简单图，ck(H) 为 H 中同构于 Kk 的子图个数，k ≥ 1。H 的团复形

的 Euler 示性数为
χ(H) =

∑
k≥1

(−1)k−1ck(H).

特别地，仅由孤立顶点组成的图其示性数等于顶点数，无三角形的图满足 χ(H) = |V (H)| −
|E(H)|。

定义 1.12. 设 G = (V,E) 为有限简单图，f : V → R。顶点 v 的 链环 lk(v) 是邻点上的诱导子
图。闭星形是 {v}∪V (lk(v)) 上的诱导子图。函数 f 称为 顶点 Morse 函数，若它在每个闭星形
上单射。下降链环

lk−(v) =
{
w ∼ v : f(w) < f(v)

}
同样视为诱导子图。指标为

if (v) = 1− χ
(
lk−(v)

)
.

顶点 v 是 f 的 临界点，若 χ
(
lk−(v)

)
6= 1。在局部极小处下降链环为空，if = 1。鞍点可以在

此意义下临界，却不是局部极值。

定义 1.13. 设 H = (VH , EH) 为有限无向图，f : VH → R。顶点 x ∈ VH 是 f 在 H 上的 局部

极大，若对 H 中 x 的每个邻点 y 都有 f(x) ≥ f(y)；若这些不等式都严格，则称 严格局部极

大。局部极小与 严格局部极小把不等式反向。局部极大与局部极小统称 局部极值。

若 x ∈ Bc，调和性写作
∑

y∼xw(x, y)
(
u(x)− u(y)

)
= 0。对 w > 0，这禁止 x 处出现严格

局部极值：否则所有求和项同号。平台只出现在 GB 之外：度数为一的内部顶点，或更一般的

悬挂块，取唯一附着点的值。GB 的每个内部顶点度数至少为二，引理 4.13(iii)。

2 主要结果

称 (G,B,w)的某性质对通有正边权成立，若例外集包含于有限个非恒为零函数的零点集之

并。每个这样的函数或者是 R|E| 上的多项式，或者是连通开集 R|E|
+ 上的实解析函数。非恒为

零的多项式其零点集测度为零且在 R|E|
+ 中内部为空，定理 3.11；R|E|

+ 上非恒为零的实解析函数

同样如此。

以下两条属于 Chen–Hua–Shi [4]，下文作为输入使用。其归纳构造中的悬挂附着记录在
第 3.2 小节，下文会再用。

定理 2.1 (Theorem 1.1, [4]). 设 G = (V,E) 为有限连通图，B ⊂ V 非空。对通有 w ∈ R|E|
+ ，

(1) 每个 Steklov 特征值都是单的；

(2) 每个 Steklov 特征函数在 B 上无处为零。

属于 λ0 = 0 的常值特征函数在 |B| ≥ 2 时在每个边界顶点取相同的值，故定理 2.1(2) 并不
给出 B 上的单射。

定理 2.2. 设 G = (V,E) 为有限连通图，B ⊂ V 非空。对通有 w ∈ R|E|
+ ，
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(1) 每个非常值 Steklov 特征函数在 B 上单射；

(2) 每个非常值 Steklov 特征函数的调和延拓在 V (GB) 上单射，且在 V 的任何顶点处不取零。

在 G− V (GB) 的每个连通分量上，延拓为常数，等于唯一附着点处的值。

若 |B| = 1，特征函数只有常数，故 (1) 为空。证明中一律假设 |B| ≥ 2。若 G 存在叶子全

在 B 中的生成树，则 GB = G，此时 (2) 即为 V 上的单射。

定理 2.3. 设 C ⊂ R 有限。对通有 w ∈ R|E|
+ ，属于正 Steklov 特征值的每个特征函数 f 满足：

只要 α ∈ CB 不与 1 平行，就有 α⊤f 6= 0。特别地，取 C = {−2,−1, 0, 1, 2}，

(i) 对一切 i 6= j ∈ B，2f(i) 6= f(j)；

(ii) 若 |B| ≥ 3，则对一切 i 6= j 有 f(i) + f(j) 6= 0；再与定理 2.2(1) 合用，|f | 在 B 上的取

值两两不同；

(iii) 若 |B| ≥ 4，则对一切两两互异的 i, j, k ∈ B 有 2f(j) 6= f(i) + f(k)。

若 |B| = 2，条件 f(i) + f(j) = 0 就是关系 f ⊥ 1。若 |B| = 3，三项等差迫使某个坐标为

零。倍值仍是额外条件：(1, 2,−3) 正交于 1，无处为零，且单射。
在长度至少为 4的圈上，连续顶点处的断言 (iii)就是离散二阶差分。G[B]上的顶点 Morse

由 B 上单射推出，因为 G[B]中的闭星形落在 B 里。严格局部极值处的二阶差分因而自动非零；

(iii) 针对所有三元组。同样的三项条件不能推广到 GB 上的任意三元组：等权二极路上，延拓

的二阶差分因电阻插值而消失。

G 上的顶点 Morse 要求在 G 的闭星形上单射，而这些闭星形可能与 Bc 相交。内部叶子与

悬挂块对每个 w > 0 都是常数。它们恰好是 GB 之外的那些块，图 1。

(a) (b)

图 1: 空心顶点属于 B，实心顶点属于 Bc。两图都不等于各自的 B-核。(a) 内部叶子。(b) 三角
形悬挂在一条 B–B 路的内部顶点上。朴素修剪——删内部一度点，再删只与 B 交于一点的块

——删不掉 (b) 中的三角形。那两个实心顶点仍不在任何简单 B–B 路上，故在 GB 外。

定理 2.4. 对通有 w ∈ R|E|
+ ，每个非常值 Steklov 特征函数的调和延拓 u 是 GB 上的顶点 Morse

函数，且 ∑
v∈V (GB)

iu(v) = χ(GB).

V (GB) 上单射蕴含 GB 上的顶点 Morse，因为 GB 的每个闭星形都落在 V (GB) 里。GB

上的顶点 Morse 并不蕴含 B 上单射：顶点 Morse 只控制闭星形。在路 x0−x1−x2−x3 上，函
数 (1, 2, 3, 1) 是顶点 Morse，但 f(x0) = f(x3)。定理 2.2(2) 给出 V (GB) 上的单射。B 上单射

并不控制内部顶点的两个邻点。在 C4 上取 B 为两个相对顶点时 GB = G，但每棵生成树都有

叶子落在 B 外；见注 4.18。
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记 N(C) 为 G[Bc] 的连通分量 C 在 B 中的邻点集。图 GS 由 G[B] 在每个 N(C) 上添加

一个完全图得到，图 2。

x0 x1 x2 x3 x4

C2

C4

C1 C5

C3

(a)

x0 x1 x2 x3 x4

(b)

x0 x1 x2 x3 x4

(c)

图 2: 空心顶点属于 B，实心顶点属于 Bc。(a)图 G，五个内部分量：N(C1) = {x0, x2}，N(C2) =

{x1, x3, x4}，N(C3) = {x0, x4}，N(C4) = {x1}，N(C5) = {x2, x4}。(b)诱导图G[B]是路 x0· · ·x4。
(c) 支撑图 GS：在每个 N(C) 上添加完全图。虚线弧是 G[B] 中尚无的团边；C4 不贡献新边，

且 {x3, x4} ⊂ N(C2) 已是路上的边。

命题 2.5. 对每个 w > 0，非常值 Steklov 特征函数 f 在 GS 上的局部极值也是 f 在 G[B] 上

的局部极值。对通有 w，f 在 B 上单射；若 GS 完全，则 f 在 GS 上恰有两个局部极值，即

全局极大与全局极小。若 G[B] 完全，则 GS 亦完全，且同样两个顶点是两图上的极值。

定理 2.6. 对通有 w ∈ R|E|
+ ，每个非常值 Steklov 特征函数在 G[B] 上和在 GS 上都是顶点

Morse。下文指标 if 在 GS 上计算，且∑
v∈B

if (v) = χ(GS).

进一步：

(1) 若 GS 是路且 |B| ≥ 2，则对每个 w > 0 Steklov 谱都是单的。对通有 w，属于 λj（j ≥ 1）

的特征函数在 GS 上恰有 j + 1 个局部极值，含两端点。特别地 j = 1 时严格单调。

(2) 若 GS 是圈且 |B| ≥ 3，属于 λj（j ≥ 1）的特征函数在 GS 上恰有 2dj/2e 个局部极值。
特别地 λ1 恰有两个。

(3) 若 GS 是树且 |B| ≥ 2，则对通有 w，属于 λ1 的特征函数有唯一变号边 e∗；在 GS − e∗

的每个连通分量上，取值沿远离 e∗ 的方向严格单调，且 GS 上的局部极值恰好是叶子。
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定理 2.7. 设 G[Bc] 的每个连通分量 C 满足 |N(C)| ≤ 2。对通有 w ∈ R|E|
+ ，并对每个正 Steklov

特征值，调和延拓 u 在 V 上的符号域数目等于 f = u|B 在 GS 上的符号域数目。特别地 λ1 在

V 上和在 V (GB) 上都恰有两个符号域。

轴在内部的星形上，λ1 有同样的计数，定理 4.30，无需二极假设。在二极假设下，λ1 在
GB 上的局部极值与 f 在 GS 上的局部极值对应，推论 4.29。对通有 w，延拓沿 GB 的每条边

都非常值，定理 4.14。
以上每条断言的例外集在 R|E|

+ 中内部为空。

3 预备

3.1 第一变分公式

正边权空间是开集 R|E|
+ ，切空间可等同于 RE。固定 f ∈ RB 及切向量 h ∈ RE。对充分小

的 ε，权 w(ε) = w + εh 保持为正，L[Bc](w(ε)) 保持可逆，且 f 关于 w(ε) 的调和延拓 u(ε) 存

在。记 v = ∂εu|ε=0。

变动单条边 {a, b} 只改变两端点处的 Laplacian：

(
(∂ab∆)u

)
(x) =


u(a)− u(b), x = a,

u(b)− u(a), x = b,

0, 其他.

(3.1)

矩阵形式下 ∂abL = (ea − eb)(ea − eb)
⊤。对一般切向量，∂hL =

∑
{a,b} hab (∂abL)。

引理 3.1. 固定 f ∈ RB。设 w(ε) = w+ εh，u(ε) 为相应调和延拓，v = ∂εu|ε=0。则 v|B = 0 且

L[Bc]vBc = −(∂hL[Bc])uBc − (∂hL[Bc,B])f.

等价地，∆v + (∂h∆)u = 0 在内部成立。

证明. 对每个 x ∈ B 及充分小的 ε，有 u(ε)(x) = f(x)。对 ε 在 ε = 0 处求导得 v|B = 0。内部

调和性写作

L[Bc](w(ε))uBc(ε) + L[Bc,B](w(ε))f = 0.

对 ε 求导并利用 f 与 ε 无关，即得所述方程。

引理 3.2. (
(DwΛ)(h)f

)
(x) = (∂νv)(x) +

∑
y∼x

hxy
(
u(x)− u(y)

)
, x ∈ B. (3.2)

证明. 对 x ∈ B， (
Λw(ε)f

)
(x) =

∑
y∼x

w(ε)xy
(
u(ε)(x)− u(ε)(y)

)
.

在每条边上对乘积求导并在 ε = 0 处取值，得

∂ε
∣∣
ε=0

(
Λw(ε)f

)
(x) =

∑
y∼x

hxy
(
u(x)− u(y)

)
+
∑
y∼x

wxy

(
v(x)− v(y)

)
.

引理 3.1 给出 v(x) = 0，故第二项等于 (∂νv)(x)。
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直接对 Schur 补 (1.7) 求导得到同一公式。由于 S 是 w 的有理函数且对 w > 0 正则，映射

w 7→ S(w) 在 R|E|
+ 上光滑。

引理 3.3. 若 {a, b} ⊂ Bc，则

DabS = (pa − pb)(pa − pb)
⊤,

因而
(
(DwΛ)(∂ab)f

)
= (u(a)− u(b))(pa − pb)。

证明. 边 {a, b}只出现在内部块中，故 ∂abL[Bc] = (ea−eb)(ea−eb)⊤，其余块不变。利用 ∂(A−1) =

−A−1(∂A)A−1 对逆求导，得

DabS = L[B,Bc]L
−1
[Bc](ea − eb)(ea − eb)

⊤L−1
[Bc]L[Bc,B] = (pa − pb)(pa − pb)

⊤,

最后一步用到 L[B,Bc]L
−1
[Bc]eu = −pu。把所得秩一矩阵作用到 f 上并调用 (1.10)，即得第二

式。

引理 3.4. 若 {x, y} ⊂ B，则 v ≡ 0 且

DxyS = (ex − ey)(ex − ey)
⊤,

因而
(
(DwΛ)(∂xy)f

)
= (f(x)− f(y))(ex − ey)。

证明. 边 {x, y} 只出现在 L[B] 中。引理 3.1 因而给出 L[Bc]vBc = 0，故 v ≡ 0。对 S 求导只留

下 ∂xyL[B] = (ex − ey)(ex − ey)
⊤。

引理 3.5. 若 x ∈ B，z ∈ Bc 且 {x, z} ∈ E，则

DxzS = (ex − pz)(ex − pz)
⊤,

因而
(
(DwΛ)(∂xz)f

)
=
(
f(x)− u(z)

)
(ex − pz)。

证明. 相关块导数为

∂xzL[B] = exe
⊤
x , ∂xzL[Bc] = eze

⊤
z , ∂xzL[B,Bc] = −exe⊤z .

对 S = L[B] − L[B,Bc]L
−1
[Bc]L[Bc,B] 求导，并用 pz = −L[B,Bc]L

−1
[Bc]ez 以及 L−1

[Bc] 的对称性，得到

四项合并为

exe
⊤
x − exp

⊤
z − pze

⊤
x + pzp

⊤
z = (ex − pz)(ex − pz)

⊤.

由 (1.10) 的恒等式 u(z) = p⊤z f 给出第二断言。

给每个顶点指定 RB 中的一个向量：

ψ(v) =

ev, v ∈ B,

pv, v ∈ Bc.
(3.3)

则对每个 v 有 1⊤ψ(v) = 1，故 ψ(a)− ψ(b) ⊥ 1。调和延拓满足 u(v) = ψ(v)⊤f。
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引理 3.6. 对每条边 {a, b} ∈ E，

DabS =
(
ψ(a)− ψ(b)

)(
ψ(a)− ψ(b)

)⊤
且 (

(DwΛ)(∂ab)f
)
=
(
u(a)− u(b)

)(
ψ(a)− ψ(b)

)
.

证明. 两端点 {a, b} 的三种可能位置分别由引理 3.4、 3.3 和 3.5 覆盖。每种情形都有 u(v) =

ψ(v)⊤f，从而两式一致。

引理 3.7. 设 λ 为 S 的单特征值，单位特征向量为 f，调和延拓为 u。则对每条边 {a, b}，

∂λ

∂wab
=
(
u(a)− u(b)

)2
.

特别地，增大任意单条边权不会使 λ 减小。此外 S 关于边权一次齐次，且∑
{a,b}∈E

wab
∂λ

∂wab
=

∑
{a,b}∈E

wab

(
u(a)− u(b)

)2
= u⊤Lu = λ.

证明. 沿直线变动 w(ε)，记 S(ε) 为相应 Steklov 矩阵。由于 λ 单且 S(ε) 实对称并关于 ε 解析，

存在可微分支 λ(ε) 与 f(ε)，满足 S(ε)f(ε) = λ(ε)f(ε) 且 f(ε)⊤f(ε) = 1。在 ε = 0 处求导并左

乘 f⊤，得 ∂λ = f⊤(∂S)f。沿单条边变分并应用引理 3.6，得

f⊤(DabS)f =
(
u(a)− u(b)

)2
.

若所有边权按 t > 0 缩放，则 S(tw) = tS(w)，故 λ(tw) = tλ(w)。在 t = 1 处求导得 Euler 恒
等式。最后一等号是引理 1.6。

3.2 通有单性与不取零

以下分析与代数事实是标准的。下文使用陈述 3.8–3.11。引理 3.12–3.14 取自 Chen–Hua–
Shi [4]。

定理 3.8 (Theorem 2.1, [5]). 设 A(p) 为元素解析依赖于参数 p 的实对称矩阵。若 λ 是 A(p∗)

的单特征值、特征向量为 x，则在 p∗ 附近存在解析分支 λ(p) 与 x(p) 使得 A(p)x(p) = λ(p)x(p)，

且 λ(p∗) = λ，x(p∗) = x。

定理 3.9. 设 A =

(
B y

y⊤ a

)
为 (n+ 1)× (n+ 1) Hermitian 矩阵，B 为 n 阶。则

λ1(A) ≤ λ1(B) ≤ λ2(A) ≤ · · · ≤ λn(B) ≤ λn+1(A).

等式 λi(A) = λi(B) 成立当且仅当存在属于该特征值的 B 的特征向量 z 满足 y⊤z = 0；此时

(z⊤, 0)⊤ 是 A 的特征向量。

命题 3.10 (Proposition 2.5, [4]). Hermitian 矩阵 A 存在某坐标为零的特征向量，当且仅当 A

与某个 n− 1 阶主子矩阵有公共特征值。



3 预备 11

定理 3.11 (2.6.5, [6]). 非恒为零的多项式 P : Rn → R 的零点集 Lebesgue 测度为零，Hausdorff
维数至多为 n− 1。

引理 3.12 (Proposition 2.9 and Corollary 2.11, [4]). 设 P 为路，边界 BP 由两端点组成，并令

α =
(∑

e∈P w(e)
−1
)−1。对每个正边权，Steklov 矩阵为

S = α

(
1 −1

−1 1

)
.

谱为 {0, 2α}，因而单。非常值特征函数取边界值 (c,−c)，c 6= 0，故在 BP 上无处为零。沿路

x0, . . . , xm，调和延拓是仿射插值

h(xj) = h(x0) + θj
(
h(xm)− h(x0)

)
, θj =

∑j
t=1w(xt−1, xt)

−1∑m
t=1w(xt−1, xt)−1

∈ (0, 1). (3.4)

若 h(x0) 6= h(xm)，内部值取零当且仅当某个 θj 等于 h(x0)/(h(x0) − h(xm))。矩阵 S 只通过∑
w(e)−1 依赖于该路。保持该和不变而变动各项，可避开任意有限个例外比值，因而可选取权

使 h 在任何内部顶点处不取零。

引理 3.13 (Proposition 2.9, [4]). 设 v 为恰有两个邻点 u1, u2 的内部顶点，且 {u1, u2} /∈ E。把

路 u1−v−u2 换成权为
w′(u1, u2) =

w(u1, v)w(v, u2)

w(u1, v) + w(v, u2)

的单条边，不改变 Steklov 矩阵。

引理 3.14 (Lemma 2.12, [4]). 设 S 为 (G,B,w) 的 Steklov 矩阵。在顶点 u 处附着权为 τ > 0

的悬挂边，并把新叶子 b 纳入边界。新的 Steklov 矩阵为

Ŝ =



S 0

0 0

+ τ

eue⊤u −eu

−e⊤u 1

 , u ∈ B,S 0

0 0

+
τ

1 + τα

pup⊤u −pu

−p⊤u 1

 , u ∈ Bc,

(3.5)

其中 α = e⊤uL
−1
[Bc]eu > 0，pu = −L[B,Bc]L

−1
[Bc]eu（第二种情形把 eu 视为 R|Bc| 的基向量）。此外

1⊤Bpu = 1。

下文一律使用如下记号。按引理 3.14 附着悬挂边后，写作

Ŝ(τ) = S0 + κ(τ)M(v), S0 =

(
SP 0

0 0

)
, M(v) =

(
vv⊤ −v
−v⊤ 1

)
, (3.6)

其中 SP 为原图的 Steklov 矩阵；若 u ∈ B 则 v = eu 且 κ = τ；若 u ∈ Bc 则 v = pu 且

κ = τ/(1 + τα)。两种情形都有 1⊤v = 1 及 M(v)1n+1 = 0，故 Ŝ(τ)1n+1 = 0。当 τ → 0+ 时

κ→ 0，因而 Ŝ(τ) → S0。若 kerSP = span{1n}，则

kerS0 = span
{(1n

0

)
,

(
0n

1

)}
,

且 S0 的其余特征值是 SP 的正特征值。限制到 1⊥n+1 上使 S0 的特征值 0 成为单的，且

kerS0 ∩ 1⊥n+1 = span
{
(−1⊤n , n)⊤

}
.
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引理 3.15. 在 (3.6) 的记号下，设 Ŝ(τ)x = λx，x = (x⊤P , xb)
⊤ 且 xb = 0。则 v⊤xP = 0 且

SPxP = λxP。若 u ∈ B 这迫使 xP (u) = 0；若 u ∈ Bc 则旧调和延拓在 u 处取零。

证明. 恒等式 (3.6) 展开为

SPxP + κ(v⊤xP − xb)v = λxP ,

κ(xb − v⊤xP ) = λxb.

代入 xb = 0 得 v⊤xP = 0 及 SPxP = λxP。然后按 u ∈ B 或 u ∈ Bc 分别有 v = eu 或

v = pu。

定理 2.1 与 2.2 的证明遵循同一模式。先在某棵生成树上构造使相应判别式多项式非零的
正边权，再把非树边的权设为零。所得 R|E| 中的点不是判别式的极点，因为树上的内部块仍可

逆，且原图的多项式在该点不取零，因而并非恒为零。

若生成树 T 的某片叶子不在 B 中，调和性迫使该叶子与其唯一邻点取值相同。删去该叶

子不改变 Steklov 矩阵，因为相应悬挂权不出现在 S 中。因而 G 的判别式多项式作为其余权的

函数与剪枝后的图相同，可假设 T 的每片叶子都在 B 中。

定理 2.1 即 [4, Theorem 1.1]。生成树上经引理 3.12–3.14 与 (3.6) 的归纳构造下文会再用；
论证不再重复。

记 pS(λ,w) = det
(
S(w)− λI

)
。令

Discrs(w) = Res
(
pS( · , w), ∂λpS( · , w)

)
=

Ps(w)(
detL[Bc]

)N .
则 Discrs(w) = 0 当且仅当谱非单。对每个 i ∈ B，设 pi 为删去第 i 个坐标所得 S 的主子矩阵

的特征多项式，并令

Discr0(w) = Res
(
pS(λ,w),

∏
i∈B

pi(λ,w)
)
=

P0(w)(
detL[Bc]

)N .
则 Discr0(w) = 0 当且仅当某个特征向量在某个边界顶点处取零。定理 2.1 断言 Ps 与 P0 都不

恒为零。

定理 3.16. 设 G 连通。对通有边权，每个非常值 Steklov 特征函数的调和延拓在 V 的任何顶

点处不取零。

证明. 由定理 2.1(2)，对每个 b ∈ B 有 f(b) 6= 0。若 Bc = ∅ 则无需证明。
在 G− V (GB) 的每个连通分量 C 上有唯一附着点 x0，且

(∆h)|C = 0, h|∂C = h(x0),

故 h|C ≡ h(x0)。因而只需 h(x) 6= 0 对一切 x ∈ V (GB)。

设 T 为叶子全在 B 中的树且 |B| ≥ 2。令 Pnz(n) 断言：存在子树 T (n) 满足 |B(n)| = n 及

一组正边权，使得谱单，且对每个 x ∈ V (T (n)) 及每个非常值调和延拓 H 都有 H(x) 6= 0。

若 n = 2，取 P ⊂ T 两端点在 B 中。引理 3.12 给出

S = α

(
1 −1

−1 1

)
, f = (c,−c), c 6= 0,
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而 (3.4) 在扰动边权后给出 H(xj) 6= 0。故 Pnz(2) 成立。

假设 Pnz(n)。选取 b ∈ B \ B(n) 使 Pub 只在两端点与 B 相交，并令 u = Pub ∩ T (n)。引

理 3.13 与 3.14 把 Pub 收缩为权 τ > 0 的悬挂边：

Ŝ(τ) = S0 + κ(τ)M(v), x(τ) =

(
xP (τ)

xb(τ)

)
.

对 i ≥ 2，定理 3.8 给出
xP (0) = xP , xb(0) = 0,

且由归纳假设对一切 y ∈ V (T (n)) 有 xP (y) 6= 0。连续性给出对小 τ 有 xP (τ)(y) 6= 0。引理 3.15
表明 xb(τ) = 0 会迫使 xP (τ)(u) = 0 或 p⊤u xP (τ) = 0，矛盾。故 xb(τ) 6= 0。

对 λ̂1，

kerS0 ∩ 1⊥n+1 = span
{
(−1⊤n , n)⊤

}
,

因而 1⊥ 中的单位特征向量满足

x(τ) → c

(
−1n
n

)
, c =

1√
n(n+ 1)

.

极限的每个坐标都非零，故对小 τ，x(τ) 没有零坐标。旧内部顶点处的值趋于 −c 6= 0。

在 Pub 上， (3.4) 给出 H(xj) = 0 当且仅当 θj = H(u)/(H(u) −H(b))（在 H(u) 6= H(b)

时）。保持
∑
w−1 = 1/τ 不变，可避开有限个例外 θj ∈ (0, 1)。此即 Pnz(n+ 1)。

因而在任何叶子都在 B 中的树上，存在正边权使每个非常值延拓无处为零。

现固定 x ∈ V (GB) ∩ Bc。取过 x、两端都在 B 上的路 P。把其余每个 b ∈ B 沿一条只与

当前树交于一点的路接上。所得树 T∗ 满足 V (T∗) ⊃ B ∪ {x} 且叶子全在 B 中。前述构造给出

T∗ 上的 w∗，使每个非常值延拓都有 H(x) 6= 0。取 G 的包含 T∗ 的生成树 T0，并令

w(ε)(e) =


w∗(e), e ∈ E(T∗),

1, e ∈ E(T0) \ E(T∗),

ε, e /∈ E(T0).

则 S(w(ε)) → S(T∗, w∗) 且 detL[Bc](w
(0)) > 0。对充分小的 ε > 0，每个非常值延拓满足 u(x) 6=

0。

固定 x ∈ Bc。由 (1.10)，hf (x) = p⊤x f。令 pS(λ,w) = det
(
S(w)− λI

)
及

µx(λ,w) = px(w)
⊤ adj

(
S(w)−λI

)
px(w), Discrx(w) = Res

(
pS( · , w), µx( · , w)

)
=

Px(w)(
detL[Bc]

)N .
若 Sf = λf 且 λ 单，则 adj(S − λI) = cλff

⊤ 对某个 cλ 6= 0，故

µx(λ) = 0 ⇐⇒ p⊤x f = 0 ⇐⇒ hf (x) = 0.

若某特征值重数至少为二，则 adj(S−λI) = 0，因而 Discrx(w) = 0。常值特征函数满足 p⊤x 1 = 1，

故 µx(0) 6= 0。

若 x ∈ V (GB)，刚才构造的开集表明 Px 6≡ 0。若 x /∈ V (GB)，则在附着点处 h(x) = h(x0)，

故 {Px = 0} 包含于 x0 的相应零点集。顶点有限，零点集之并由定理 3.11 测度为零。
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4 证明

4.1 边界上的单射

常值特征函数在 B 上为常数。定理 2.2 的证明中只考虑正特征值，并假设 |B| ≥ 2。

引理 4.1. 实对称矩阵 A 存在满足 f(i) = f(j) 的特征向量 f，当且仅当 A 与它在超平面

(ei − ej)
⊥ 上的压缩有公共特征值。

证明. 令 qn = (ei − ej)/
√
2，并令 Q = (U, qn) 为正交矩阵，使 U 的列张成 (ei − ej)

⊥。则

f(i) = f(j) ⇐⇒ q⊤n f = 0 ⇐⇒ (Q⊤f)n = 0.

记 Ã = Q⊤AQ，于是

Ã =

(
B y

y⊤ a

)
, B = U⊤AU.

块 B 是 Ã 的主子矩阵。由命题 3.10，

Ã f̃ = λf̃ 且(f̃)n = 0 ⇐⇒ Ã 与B 有公共特征值.

由于 Ã 与 A 正交相似，此即断言。

常值向量落在每个超平面 (ei − ej)
⊥ 中。在连通图上它张成 kerS，故 0 永远是 S 与每个

压缩的公共特征值。若不去掉该特征值，相应结式将恒为零。

引理 4.2. 设 0 是 S 的单特征值且 kerS = span{1}。则 S 存在满足 f(i) = f(j) 的非常值特征

向量 f，当且仅当 S 与压缩 Bij = U⊤
ijSUij 有非零公共特征值，其中 Uij 的列构成 (ei − ej)

⊥

的标准正交基。

证明. 取引理 4.1 中的 Q = (Uij , qn)，并记

S̃ = Q⊤SQ =

(
Bij y

y⊤ a

)
. (4.1)

向量 f 满足 f(i) = f(j) 当且仅当 f = Uijξ 对某个 ξ ∈ Rn−1。此时

Sf = Uij(Bijξ) + (y⊤ξ) qn. (4.2)

若再有 Bijξ = λξ，则 Sf = λf + (y⊤ξ) qn。

由于 1 ∈ (ei − ej)
⊥，可写 1 = Uijξ1。于是 Bijξ1 = 0，故 0 永远是公共特征值。若

Bijξ = 0 且 f = Uijξ，则 f⊤Sf = ξ⊤Bijξ = 0，由半正定性得 Sf = 0，故 f ∈ span{1}。因而
kerBij = span{ξ1}，且 0 对 Bij 仍为单。

由引理 4.1，S 存在第 i、j 坐标相等的特征向量，当且仅当 S 与 Bij 有公共特征值。对应

常值特征向量的唯一公共特征值是 0。因而存在满足 f(i) = f(j) 的非常值特征向量，当且仅当

存在正的公共特征值。

一方面，若 Sf = λf 且 f(i) = f(j)、λ > 0，则 f = Uijξ 且 Bijξ = λξ。另一方面，若 λ > 0

是公共特征值，把 Cauchy 交错用于 (4.1) 迫使交错链中至少一处取等。定理 3.9 的等式情形给
出 z 满足 Bijz = λz 且 y⊤z = 0，于是 f = Q(z⊤, 0)⊤ 是 S 的特征向量，满足 f(i) = f(j) 且

λ > 0。
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记 pS(λ,w) = det(S(w) − λI) 及 p̃S = pS/λ。同样令 p̃ij(λ,w) = det(Bij(w) − λI)/λ，并

定义

Discrinj(w) =
∏
i<j

Res
(
p̃S( · , w), p̃ij( · , w)

)
. (4.3)

对每对 i < j，相应结式为零当且仅当 S 与 Bij 有非零公共特征值。如前，

Discrinj(w) =
Pinj(w)(

detL[Bc]

)N ,
且 Pinj 6≡ 0 等价于非常值特征函数在 B 上通有单射。

记 S+ 为 S 限制到 1⊥ 上的逆。对 v ∈ RB 记 v̄ = n−11⊤v。方程 Sϕ = v − v̄1 在 ϕ ⊥ 1 下
有唯一解，记为 ϕ = S+v。等价地，

S+ =
(
S + 11⊤/n

)−1 − 11⊤/n.

S+ 的元素是边权的有理函数。

引理 4.3. 设 T 为树，边界 B 含 T 的每片叶子，|B| = n ≥ 2，S 为相应 Steklov 矩阵。

(a) 若 u ∈ B 且 v = eu，则对几乎所有正边权，函数 ϕ = S+v 在 B 上取值两两不同。

(b) 若 u ∈ Bc，则对几乎所有正边权，向量 pu 非常值，且 S+pu 在 B 上取值两两不同。

证明. 记 ϕ = S+v，于是 Sϕ = v− v̄1 且 ϕ ⊥ 1。令 h 为 ϕ 的调和延拓。则 (Lh)|B = v− v̄1 且
(Lh)|Bc = 0。

T 的任意边 e = {a, b} 把 T 分成子树 T1 t T2，a ∈ T1，b ∈ T2。由于每片叶子都在 B 中，

T1 与 T2 都与 B 相交，且 |B ∩ T1| ∈ {1, . . . , n− 1}。把 Lh 在 T1 上求和，内部边抵消，唯一

跨越边贡献 w(e)
(
h(a)− h(b)

)
。同一和等于

ce :=
∑

x∈T1∩B
(vx − v̄),

故

w(e)
(
h(a)− h(b)

)
= ce. (4.4)

（恒等式 L1 = 0 表明在 T2 上的相应和等于 −ce。）
对 k 6= l ∈ B，设 k = x0, . . . , xr = l 为唯一路。沿该路对 (4.4) 求和得

ϕ(k)− ϕ(l) =

r∑
j=1

cej
w(ej)

. (4.5)

集合 {ϕ(k) = ϕ(l)} 是该有理函数的零点集。只需证明该函数不恒为零。
(a) 取 v = eu，u ∈ B。则 v̄ = n−1，记 m = |B ∩ T1|，

ce = 1{u∈T1} −
m

n
.

由于 m/n ∈ (0, 1)，常数 ce 无论 u 是否属于 T1 都非零，且与边权无关。对任意 k 6= l，路上每

条边都有 cej 6= 0。固定其余权、只变动其中一个， (4.5) 是关于剩下那个权的非恒为零有理函
数。故 ϕ(k)− ϕ(l) 6≡ 0。
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(b) 首先 pu 不恒为常数。由 (1.10)，pu(x) = hδx(u) 且 1⊤pu = 1。若 pu ≡ n−11，取叶
子 b ∈ B，唯一邻点 t，入射权 τ。当 τ → 0+ 时，边 {b, t} 从 Laplacian 中消失。剩下的树以
B \ {b} 为边界、边界值全为零，唯一调和延拓恒为零，故 pu(b) → 0，与 pu(b) ≡ 1/n 矛盾。

现固定 k 6= l ∈ B，记 Fkl(w) = (ek − el)
⊤S(w)+pu(w)。设 e = {a, b} 为 path(k, l) 的一条

边，把 T 分成 Tk t Tl，k ∈ Tk，l ∈ Tl。假设 u ∈ Tl。则

ce =
∑

x∈Tk∩B

(
pu(x)− n−1

)
= σ − m

n
,

其中 m = |B ∩ Tk|，σ 是 1B∩Tk
的调和延拓在 u 处的值。固定其余权并令 w(e) → 0+，Tl 上的

Dirichlet 问题趋于边界值为零的问题，其解恒为零。故 σ → 0 且 ce → −m/n 6= 0。对充分小的

w(e) 有 |ce| > m/(2n)。

离散调和函数在边界上取到最大与最小值。因而 0 ≤ pu ≤ 1，且对路上每条其他边 e′ 有

|ce′ | ≤ n，关于 w(e) 一致。因此

Fkl =
ce
w(e)

+O(1)

当 w(e) → 0+，故 |Fkl| → ∞。特别地 Fkl 6≡ 0。

每个 Fkl 是有理函数 Pkl/Qkl。分母来自两次求逆 L−1
[Bc] 与

(
S + 11⊤/n

)−1。对 w > 0 两个

行列式都严格为正，故 Fkl 在 R|E|
+ 上无极点，且 Fkl = 0 当且仅当 Pkl = 0。互异对 k 6= l 有

限，零点集之并测度为零。

悬挂附着的第一正特征值不能在零阶分析。极限特征向量在旧边界上为常数。下一引理记

录一阶修正。

引理 4.4. 矩阵 Ŝ 对每个 κ 都零化 1n+1，因而可限制到 1⊥。在该超平面上 S0 的特征值 0 是单

的。定理 3.8 给出解析分支 λ̂1(κ) 及单位特征向量 x(κ) = (y(κ), z(κ))，z ≥ 0，满足 λ̂1 = κµ，

µ(0) = (n+ 1)/n，且

y = −c1 + κ c(n+ 1)S+
P v +O(κ2), z = nc+O(κ2),

其中 c = 1/
√
n(n+ 1)，v = eu 或 v = pu。若 S+

P v 在 B(r) 上单射，则对充分小的 κ，向量 y

单射且对每个 k 有 yk 6= z。

证明. 限制到 1⊥n+1 以及零阶识别

y(0) = −c1, z(0) = nc

来自 kerS0 ∩ 1⊥n+1 = span
{
(−1⊤n , n)⊤

}
。解析性给出 λ̂1(κ) = κµ(κ)。

特征值方程为

SP y + κ(v⊤y − z)v = λy, (4.6)

κ(z − v⊤y) = λz. (4.7)

把 y = −c1+ κy(1) +O(κ2) 与 z = nc+ κz(1) +O(κ2) 代入正交条件 z = −1⊤y。比较一阶项得
z(1) = −1⊤y(1)。对单位长约束 y⊤y + z2 = 1 在 κ = 0 处求导并代入同一展开，得 1⊤y(1) = 0，

故 z(1) = 0。因而 z = nc+O(κ2)。
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由 (4.7)，v⊤y = z(1−µ)。取极限 κ→ 0并用 1⊤v = 1，得 µ(0) = (n+1)/n。把 v⊤y−z = −µz
代入 (4.6)，比较一阶项并用 SP 1 = 0，得

SP y
(1) = c(n+ 1)

(
v − n−11

)
.

右边正交于 1，因而落在 SP 的值域中。连同 1⊤y(1) = 0 唯一确定 y(1) = c(n+ 1)S+
P v。

因而

yk − yl = κ c(n+ 1)
(
(S+

P v)k − (S+
P v)l

)
+O(κ2).

若 S+
P v 在 B(r) 上单射，则对每个 k 6= l，κ 的系数非零，故对小 κ，y 单射。此外 z − yk =

(n+ 1)c+O(κ) 对小 κ 非零。

定理 2.2(1) 的证明. 由 (4.3) 与引理 1.3，

Discrinj(w) =
Pinj(w)(

detL[Bc]

)N ,
且当 w > 0 时 Discrinj(w) = 0 当且仅当 Pinj(w) = 0。只需证明 Pinj 6≡ 0。

设 T = (V,ET ) 为生成树，wT 为 T 上的正边权。定义

w∗(e) =

wT (e), e ∈ ET ,

0, e /∈ ET .

则 L(G,w∗) = L(T,wT )，因而 S(G,w∗) = S(T,wT ) 且 Bij(w
∗) = BT

ij(wT )。特别地

Discrinj(w
∗) = DiscrTinj(wT ).

若 P T
inj(wT ) 6= 0，则 Pinj(w∗) 6= 0。不在 B 中的 T 的叶子可删去而不改变 S。记 |B| = N。

令 P(n) 断言：存在子树 T (n) ⊂ T、集合 B(n) ⊂ B 满足 |B(n)| = n，以及 T (n) 上的正边

权 w(n)，使得定理 2.1 成立，(T (n), B(n), w(n)) 的每个非常值 Steklov 特征函数在 B(n) 上单射，

且每个非常值调和延拓在 V (T (n)) 上无处为零。

若 n = 2，取 P ⊂ T 为两端都在 B 上的路。引理 3.12 给出

S = α

(
1 −1

−1 1

)
, f = (c,−c), c 6= 0,

故 f 在两点边界上单射，且 (3.4) 给出无内部零点的权。
假设对某个 2 ≤ n < N 有 P(n)。选取 b ∈ B \ B(n) 使 T 中从 b 到 T (n) 的唯一路 Pub 只

在两端点与 B 相交，并令 u 为与 T (n) 的交点。令

T (n+1) = T (n) ∪ Pub, B(n+1) = B(n) ∪ {b}.

引理 3.13 把 Pub 收缩为权 τ > 0 的单条边，引理 3.14 给出

Ŝ(τ) = S0 + κ(τ)M(v)

如 (3.6)。新的正特征值为 λ̂1 < · · · < λ̂n。
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对 i ≥ 2，定理 3.8 给出解析分支

x(τ) =

(
xP (τ)

xb(τ)

)
, xP (0) = xP , xb(0) = 0,

其中 xP 是 SP 的非常值特征函数。由归纳假设，

d := min
k ̸=l∈B(n)

∣∣xP (k)− xP (l)
∣∣ > 0, m := min

k∈B(n)

∣∣xP (k)∣∣ > 0.

xP (τ) 的连续性给出 δ1 > 0，使 0 ≤ τ < δ1 蕴含∣∣xP (τ)k − xP (τ)l
∣∣ > d

2
,

∣∣xP (τ)k∣∣ > m

2
.

如引理 3.15，xb(τ) = 0 会迫使旧特征函数 xP (τ) 在 u 处取零，对小 τ 与归纳假设矛盾。故

xb(τ) 6= 0。由于 xb(τ) → 0，存在 δ2 > 0 使 0 < τ < δ2 蕴含 |xb(τ)| < m/2，因而∣∣xP (τ)k − xb(τ)
∣∣ ≥ ∣∣xP (τ)k∣∣− |xb(τ)| > 0.

故当 0 < τ < min(δ1, δ2) 时 x(τ) 在 B(n+1) 上单射。

对 λ̂1，κ = 0 处的特征向量是 c(−1⊤n , n)⊤。引理 4.4 给出

y = −c1 + κ c(n+ 1)S+
P v +O(κ2), z = nc+O(κ2).

由引理 4.3，T (n) 上使 ϕ := S+
P v 在 B(n) 上单射的正边权集合具有全测度。该集合与定理 2.1

成立且旧特征函数保持单射的非空开集相交。对 w(n) 作此扰动后，

d′ := min
k ̸=l∈B(n)

∣∣ϕ(k)− ϕ(l)
∣∣ > 0,

且存在 C <∞ 与 κ1 > 0 使 0 < κ < κ1 蕴含∣∣yk − yl
∣∣ ≥ κ c(n+ 1) d′ − Cκ2 = κ

(
c(n+ 1) d′ − Cκ

)
.

若再有 Cκ < 1
2c(n+ 1) d′，则 yk 6= yl。同样

z − yk = (n+ 1)c+O(κ),

故对充分小的 κ 有 z 6= yk。因而 (y⊤, z) 在 B(n+1) 上单射。

由于 κ = τ 或 κ = τ/(1 + τα)，可选取充分小的 τ > 0，使分支 i ≥ 2 与分支 λ̂1 都在

B(n+1) 上单射，且在 V (T (n)) 上无处为零。用 (3.4) 恢复 Pub 并避开有限个例外比值 θj，使延

拓在 Pub 上无处为零。故 P(n+ 1) 成立。在 n = N 时得到 wT 满足 P T
inj(wT ) 6= 0。

注 4.5. 定理 2.2(1) 排除的条件是 f(i) = f(j)，即对 α = ei − ej 有 α⊤f = 0。同一压缩适用于

任何不与 1 平行的 α。定理 2.3 对坐标取自有限集的 α 记录此事。

引理 4.6. 设 α ∈ RB 不与 1平行，记 H = α⊥，U 的列构成 H 的标准正交基，并令 Bα = U⊤SU。

(a) 若 α⊤1 6= 0，则 S 在 H 中存在属于正特征值的特征向量，当且仅当 S 与 Bα 有正的公

共特征值。此时 0 不是 Bα 的特征值。
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(b) 若 α⊤1 = 0，则 1 ∈ H 且 0 永远是公共特征值；S 在 H 中存在非常值特征向量，当且仅

当两矩阵另有正的公共特征值。

证明. 记 |B| = n，令 q = α/‖α‖，并选取正交矩阵 Q = (U, q)，使其余列张成H。则 U⊤U = In−1

且 UU⊤ + qq⊤ = In。对任何 f ∈ RB 有 α⊤f = ‖α‖ q⊤f，故 α⊤f = 0 当且仅当 f = Uξ，其中

ξ = U⊤f。

把 S̃ = Q⊤SQ 分块为

S̃ =

(
Bα y

y⊤ a

)
, y = U⊤Sq, a = q⊤Sq.

若 f = Uξ 且 Bαξ = λξ，则 Sf = λf + (y⊤ξ) q，故 Sf = λf 迫使 y⊤ξ = 0。

先设 α⊤1 6= 0，于是 1 /∈ H。若 Bαξ = 0 且 f = Uξ，则 f⊤Sf = 0，由半正定性得 Sf = 0。

连通性给出 kerS = span{1}，故 f 为常数，与 1 /∈ H 矛盾。因而 0 不是 Bα 的特征值。如引

理 4.1，S 在 H 中存在特征向量当且仅当 S 与 Bα 有公共特征值。该特征值不能是 0，因而是

正的。

反过来，若两矩阵有公共 λ > 0，把 Cauchy交错用于 S̃ 的分块迫使交错链中某处取等。定

理 3.9 的等式情形给出 ξ 满足 Bαξ = λξ 且 y⊤ξ = 0。于是 f = Uξ 满足 Sf = λf 且 f ∈ H，

而 λ > 0 防止 f 为常数。

现设 α⊤1 = 0。则 1 = Uξ1，ξ1 = U⊤1，故 Bαξ1 = 0，且 0永远是公共特征值。若 Bαξ = 0，

同一能量论证表明 f = Uξ 为常数，故 kerBα 仍是一维的。非常值特征向量落在 H 中当且仅

当另有公共特征值 λ > 0；Cauchy 交错再次给出反方向。

因而每个条件 α⊤f = 0 对应一个结式。下文用到的三族是

倍值 α = 2ei − ej , α⊤1 = 1,

反号 α = ei + ej , α⊤1 = 2,

等差 α = ei − 2ej + ek, α⊤1 = 0.

倍值与反号属于 (a)，使用 det(Bα − λI)；等差属于 (b)，必须去掉因子 λ = 0。三个结式都是

w 的有理函数。

正特征函数满足 f ⊥ 1。若 |B| = 2，唯一正特征函数是 f = (c,−c)，c 6= 0。反号 f(i)+f(j) =

0 就是正交关系，不是额外条件；倍值迫使 c = 0，矛盾；两点不能构成三项等差。

若 |B| = 3，把取值记为 x, y, z 且 x+ y + z = 0。反号 x = −y 迫使 z = 0，与定理 2.1(2)
矛盾。三项等差 2y = x+ z 连同 z = −x− y 迫使 y = 0，再次与定理 2.1(2) 矛盾。倍值不必失
败。向量 (1, 2,−3) 正交于 1，无处为零，单射，且满足 2 · 1 = 2。

引理 4.7. 设 T 为叶子全在 B 中的树且 |B| = n ≥ 2。设 v = eu 且 u ∈ B，或 v = pu 且

u ∈ Bc，并令 ϕ = S+v。若 β ∈ RB 不与 1 平行，则对通有正边权有 β⊤ϕ 6= 0。

证明. 割边恒等式是 (4.4)–(4.5)。固定把 T 分成 T1tT2 的边 e，记 m = |B∩T1| ∈ {1, . . . , n−1}，
σ1 =

∑
B∩T1

βi。固定其余权并令 w(e) → 0+，

ϕ(k)− ϕ(l) =
ce
w(e)

+O(1), k ∈ T1 ∩B, l ∈ T2 ∩B,
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其中若 v = eu 则 ce 为非零常数。若 v = pu，引理 4.3(b) 把 u 放在割的一侧：该侧贡献极限 0

或 1，视 u 在 T2 还是 T1 而定，且 ce → −m/n 或 1−m/n，二者都非零。由于 ϕ ⊥ 1，

β⊤ϕ =
ce
w(e)

· 1
n

(
nσ1 −m 1⊤β

)
+O(1).

系数为零当且仅当 β 在 T1 ∩B 上的均值等于 n−11⊤β。
若这对每个割都成立，则 β 为常数。否则令 B∗ = {b ∈ B : β(b) 6= n−11⊤β}，非空。在

B∗ 张成的子树上取叶子 b∗ ∈ B∗，令 e 为从 b∗ 指向 B∗ 其余部分的边，T1 为含 b∗ 的一侧。则

T1 ∩ B 由 b∗ 以及 β 已等于全局均值的顶点组成，故 T1 ∩ B 上的均值等于全局均值当且仅当
β(b∗) 等于全局均值，矛盾。对此割，首项发散，故 β⊤ϕ 6≡ 0。

定理 2.3 的证明. 每个条件都是 α⊤f = 0，其中 α ∈ CB 不与 1平行。记 p̃S(λ,w) = det
(
S(w)−

λI
)
/λ。若 α⊤1 6= 0，引理 4.6(a)给出 0不是 Bα 的特征值；令 p̃α(λ,w) = det(Bα(w)−λI)。若

α⊤1 = 0，引理 4.6(b) 给出 0 永远是公共特征值；令 p̃α(λ,w) = det(Bα(w)− λI)/λ。有限乘积

DiscrC(w) =
∏
α

Res
(
p̃S( · , w), p̃α( · , w)

)
=

P (w)(
detL[Bc]

)N
为零当且仅当某个正特征函数碰到某个这样的 α。只需 P 6≡ 0，只需造出一棵叶子全在 B 中的

树使 P 6= 0。

令 PC(n) 断言：存在有 n 个边界顶点的子树及一组正边权，使定理 2.1 与 2.2(1) 成立，
且每个正特征函数避开每个不与 1 平行的 α ∈ CB(n)

。对 n = 2 有 f = (c,−c)，c 6= 0，故

α⊤f = c(α1 − α2) = 0 当且仅当 α ‖ 1。
假设 PC(n)，并按 (3.6) 附着等价权 τ > 0 的叶子 b。记 x = (y⊤, z)⊤ 及 α⊤x = β⊤y + γz，

β ∈ Cn，γ ∈ C。

在较高分支上，y(τ) → fold 且 z(τ) → 0 同时 z(τ) 6= 0。故 α⊤x → β⊤fold。若 β 不与 1n
平行，这就是归纳条件。若 β = t1n，正交性给出 α⊤x = (γ − t)z。由于 α 不与 1n+1 平行，有

γ 6= t，且 z 6= 0。

在分支 λ̂1 上，引理 4.4 给出

α⊤x = c
(
nγ − 1⊤β

)
+ κ c(n+ 1)β⊤ϕ+O(κ2),

其中 ϕ = S+
P v。若 nγ 6= 1⊤β，常数项非零。若等式成立，则 β 不与 1 平行（否则 α ‖ 1），引

理 4.7 在扰动旧权后给出 β⊤ϕ 6= 0。对小 κ，α⊤x 6= 0。

选取充分小的 τ 即得 PC(n+ 1)。

4.2 密度引理

DwΛ 的像是定理 4.14 的内容。下述引理对单个特征函数记录该像。

引理 4.8. 设 u 为 f ∈ RB 的调和延拓，ψ 如 (3.3)。则

Im
(
h 7→ (DwΛ)(h)f

)
= span

{(
u(a)− u(b)

)(
ψ(a)− ψ(b)

)
: {a, b} ∈ E

}
⊆ 1⊥.

若 G 连通且存在生成树 T，使 u 沿其每条边都非常值，则像等于 1⊥。
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证明. 对每个 w > 0 有 S1 = 0。沿 w + εh 求导得

1⊤
(
(DwΛ)(h)f

)
= 0.

引理 3.6 把像等同于所写的张成。
设 T 为生成树，对一切 {a, b} ∈ E(T ) 有 u(a) 6= u(b)。则{

ψ(a)− ψ(b) : {a, b} ∈ E(T )
}
⊂ Im

(
h 7→ (DwΛ)(h)f

)
.

对 x 6= y ∈ B 有 ψ(x) = ex 及 ψ(y) = ey。沿唯一 T -路 x = v0, . . . , vr = y，

ex − ey =
r−1∑
i=0

(
ψ(vi)− ψ(vi+1)

)
.

若 g ∈ 1⊥，则 ∑
x∈B

g(x)
∑
y∈B

(ex − ey) = ng,

故 {ex − ey : x, y ∈ B} 张成 1⊥。

推论 4.9. 若 G[B] 连通且 f 在 B 上单射，则引理 4.8 中的生成树可取在 G[B] 中。此时只需

变动 G[B] 中边的权。特别地，一旦定理 2.2(1) 成立，只要 G[B] 连通，该恒等式对通有边权

仍成立。

证明. 设 TB 为 G[B] 的生成树。则 E(TB) ⊂ E(G[B])，对 x ∈ B 有 ψ(x) = ex，且 u|B = f。

f 的单射给出

f(a) 6= f(b) 对一切{a, b} ∈ E(TB).

把引理 4.8 用于 TB 即得断言。

定义 4.10. 边 {a, b} ∈ E 对 u ∈ RV 称为平坦，若 u(a) = u(b)。

第一变分的像由相邻差张成。GB 之外的边对每个 w > 0 都平坦。

引理 4.11. 设 T 为边界含每片叶子的树，h 为属于特征值 λ 的 Steklov 特征函数 f 的调和延

拓。若 e = {α, β} 把 T 分成 T1 t T2 且 α ∈ T1，则

w(e)
(
h(α)− h(β)

)
= λ

∑
x∈T1∩B

f(x).

证明. Steklov 方程为 (Lh)|B = λf 及 (Lh)|Bc = 0。在 T1 上求和，∑
x∈T1

(Lh)(x) = w(e)
(
h(α)− h(β)

)
= λ

∑
x∈T1∩B

f(x).

定理 4.12. 设 T 为边界 B 含每片叶子的树且 |B| ≥ 2。存在正边权，使 T 满足定理 2.1
与 2.2(1)，且每个非常值 Steklov 特征函数的调和延拓沿 T 的每条边都非常值。
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证明. 令 P♭(n)断言：存在子树 T (n) 满足 |B(n)| = n及一组正边权，使定理 2.1、2.2(1)与 3.16
成立，且

H(a) 6= H(b) 对每条{a, b} ∈ E(T (n))

对每个非常值调和延拓 H。

若 n = 2，引理 3.12 给出 (3.4)，且 H(x0) = −H(xm) = c 6= 0，故 H 在路上严格单调。

假设 P♭(n)。沿 Pub 附着 b ∈ B \B(n)，收缩为 (3.6)。在 Pub 上，

H(xj) = (1− θj)H(u) + θjH(b),

故一旦 H(u) 6= H(b)，边 {xj−1, xj} 就不平坦。
对 i ≥ 2，定理 3.8 给出 H(τ)|V (T (n)) → Hold，且 Hold 在每条旧边上 Hold(a) 6= Hold(b) 且

Hold 6= 0。连续性对小 τ 保持二者。此外

H(τ)(b) = xb(τ) → 0, H(τ)(u) → Hold(u) 6= 0,

故悬挂边不平坦。

对 λ̂1，引理 4.11 在收缩树上给出

e 平坦 ⇐⇒ σe(f) =
∑

x∈T1∩B(n+1)

f(x) = 0.

极限 f0 = c(−1⊤n , n)⊤ 满足

σe(f0) =

−cm, b /∈ T1, m = |T1 ∩B(n)| ≥ 1,

c(n−m), b ∈ T1, m ≤ n− 1.

两种情形都有 σe(f0) 6= 0。σe 的连续性对小 τ 排除平坦边。用 (3.4) 恢复 Pub 即完成归纳。

引理 4.13. 设 G 连通，|B| ≥ 2，且 w > 0。

(i) S(G,B,w) 只依赖于 w|E(GB)。G
B 上的调和延拓与 G 上延拓的限制重合。

(ii) 在 G− V (GB) 的每个连通分量上，延拓为常数，等于唯一附着点处的值。

(iii) GB 连通。GB 的每个顶点都落在某条两端都在 B 上的路上。GB 的每个内部顶点在 GB

中度数至少为二。

(iv) 若 G 存在叶子全在 B 中的生成树，则 GB = G。

证明. (ii) 设 K 为 G−V (GB) 的连通分量，N 为 K 在 V (GB) 中的邻点集。若 |N | ≥ 2，K 中

连接 N 中两点的路再沿过这两点的 B–B 路延拓，会把 K 的某个顶点放到两端都在 B 上的简

单路上。故 |N | = 1。K 上的 Dirichlet 问题只有一个边界值，极大值原理迫使为常数。(i) K 的
边出现在 L[Bc] 中，但一旦该块为常数，调和方程在附着点处的两项抵消。故 S 以及 hf 在 GB

上的限制都与 w|E\E(GB) 无关。(iii) G 中连接 B 中两顶点的简单路两端都在 B 上，因而落在

GB 中。故 GB 非空且连通。GB 中度数为一的内部顶点不能落在简单 B–B 路上：唯一入射边
不能走两次。(iv) 该生成树是 B–B 路之并，故 V ⊂ V (GB)。
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定理 4.14. 限制到 GB 上，对通有边权，每个非常值 Steklov 特征函数的调和延拓 u 沿每条边

都非常值，且

Im
(
h 7→ (DwΛ)(h)f

)
= 1⊥.

证明. 设 |B| = n ≥ 2 并把 G 换成 GB。设 e = {a, b} 为一条边。由引理 4.13(iii)，e 落在某条
两端都在 B 上的路上。再沿路接到 B 的其余顶点，得到树 Te，满足 e ∈ E(Te)，V (Te) ⊃ B，

且每片叶子都在 B 中。定理 4.12 给出 Te 上的权，使每个非常值延拓都有 H(a) 6= H(b)。取 G

的包含 Te 的生成树 T0，并令

w(ε)(e′) =


wTe(e

′), e′ ∈ E(Te),

1, e′ ∈ E(T0) \ E(Te),

ε, e′ /∈ E(T0).

(4.8)

在 ε = 0 处，T0 \ Te 的额外边悬挂在 Te 上且不与 B 相交，故 S(T0) = S(Te)。因而 S(w(ε)) →
S(Te, wTe) 且 detL[Bc](w

(0)) > 0。对小 ε > 0 有 u(a) 6= u(b)。故 δe(w) = u(a)− u(b) 6≡ 0。

边有限：对通有 w，GB 的每条边都不平坦。GB 的生成树因而满足引理 4.8 的假设。再与
引理 3.7 合用，每个正特征值关于 GB 的每条边权都严格递增。

4.3 顶点集上的单射

在叶子都在 B 中的树上，

H(x)−H(y) = λ
∑

e∈path(x,y)
±σe(f)
w(e)

, σe(f) =
∑

z∈T1∩B
f(z).

前一小节的权使每条边上 σe(f) 6= 0，故 H 沿 E(T ) 非常值。V 上单射就是该和对每个 x 6= y

都非零。悬挂附着 (3.6) 不变。沿 λ̂1，

f0 = c(−1⊤n , n)⊤

在旧顶点上为常数，故 σe(f0) 6= 0 而旧值重合。展开

H = −c1 + κ c(n+ 1)F +O(κ2)

一旦 F 单射就把这些值分开。若附着点 u 在 B 中，则 F 是 S+eu 的调和延拓；若 u ∈ Bc，则

F 由给 S+pu 的延拓加上 L−1
[Bc]eu 得到。

引理 4.17 的树归纳给出任何叶子都在 B 中的树上的单射。GB 之外的边对每个 w > 0 都

保持平坦。GB 本身上的论证就是下面定理 2.2(2) 的证明。

引理 4.15. 设 T 为边界含每片叶子的树且 |B| = n ≥ 2。

(a) 若 v = eu 且 u ∈ B，则对通有正边权，ϕ = S+v 的调和延拓在 V 上单射。

(b) 若 u ∈ Bc，则对通有正边权，S+pu 的调和延拓在 V 上单射。
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证明. 设 H 为 ϕ = S+v 的调和延拓。如引理 4.3，把 T 分成 T1 t T2 的边 e = {α, β} 满足

w(e)
(
H(α)−H(β)

)
= ce =

∑
x∈T1∩B

(vx − v̄),

其中 m = |B ∩ T1| ∈ {1, . . . , n− 1}。对 x 6= y，

H(x)−H(y) =
∑

e′∈path(x,y)
± ce′

w(e′)
.

该差是边权的有理函数。

(a) 若 v = eu，则 ce = 1{u∈T1} −m/n 是与权无关的非零常数。固定 path(x, y) 上除一条外的
权，剩下那个权的有理函数不恒为零。

(b) 若 v = pu，取 path(x, y) 的一条边 e，使 T1 为不含 u 的一侧。则 ce = σ −m/n，其中 σ

是 1B∩T1 的调和延拓在 u 处的值。当 w(e) → 0+ 时 σ → 0，故 ce → −m/n 6= 0。其余项

一致有界，因而

H(x)−H(y) =
ce
w(e)

+O(1)

发散，不能恒为零。

互异对 x 6= y 有限，故例外集测度为零。

引理 4.16. 设 T 为边界含每片叶子的树且 |B| = n ≥ 2。设 u ∈ Bc 且 ϕ = S+pu。定义 K ∈ RV：

K|B = ϕ，在 Bc 上把 L−1
[Bc]eu 加到 ϕ 的调和延拓上。对通有正边权，K 在 V 上单射。

证明. 记 H 为 ϕ 的调和延拓，A = L[Bc]，并令 K = H + v，其中 v|B = 0，v|Bc = A−1eu。则

(LH)|B = pu − n−11 且 (LH)|Bc = 0，而 (Lv)|Bc = eu 且 (Lv)|B = −pu。故

(LK)|B = −n−11, (LK)|Bc = eu.

把 LK 在边 e = {α, β} 的一侧 T1 上求和，得

w(e)
(
K(α)−K(β)

)
= −m

n
+ 1{u∈T1},

其中 m = |T1 ∩B| ∈ {1, . . . , n− 1}。右边是非零常数。对 x 6= y，

K(x)−K(y) =
∑

e′∈path(x,y)
± ce′

w(e′)
.

把一条权送到 0+ 使单项发散而其余有界，故 K(x)−K(y) 6≡ 0。

引理 4.17. 设 T 为边界 B 含每片叶子的树且 |B| ≥ 2。存在正边权，使 T 满足定理 2.1
与 2.2(1)，且每个非常值 Steklov 特征函数的调和延拓在 V 上单射。

证明. 令 P inj(n) 断言：存在子树 T (n) 满足 V (T (n))∩B = B(n)，|B(n)| = n，以及一组正边权，

使定理 2.1、 2.2(1) 与 3.16 成立，且每个非常值调和延拓在 V (T (n)) 上单射。

若 n = 2，取 T (2) 为 T 中两端在 B 上、中间无边界顶点的路。引理 3.12 给出 (3.4)，且
h(x0) = −h(xm) = c 6= 0，故 h 在路上严格单调，因而单射。
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假设 P inj(n)。选取 b ∈ B \B(n) 使从 b 到 T (n) 的唯一路 Pub 只在两端点与 B 相交（任取

b0 ∈ B \B(n)，保留 path(b0, T (n))上仍在 B \B(n) 中的最后一个顶点）。令 T (n+1) = T (n)∪Pub。

引理 3.13 给出 (3.6)。
对 i ≥ 2，定理 3.8 给出分支 x(τ)，xP (0) 等于旧特征函数，其调和延拓 Hold 在 V (T (n))

上单射且无处为零。记 H(τ) 为 x(τ) 的延拓，则 H(0)|V (T (n)) = Hold，故

min
x ̸=y∈V (T (n))

∣∣Hold(x)−Hold(y)
∣∣ > 0.

连续性因而给出 τ0 > 0，使 0 < τ < τ0 蕴含 H(τ) 在 V (T (n)) 上仍单射。此外 H(τ)(b) =

xb(τ) → 0 而 H(τ)(u) → Hold(u) 6= 0，故对充分小的 τ，H(τ)(b) 与每个旧顶点都不同。

对 λ̂1，先在 {Ps 6= 0, P0 6= 0, Pinj 6= 0} 内扰动 w(n)，使若 u ∈ B(n) 则 Hϕ 在 V (T (n)) 上

单射（引理 4.15(a)），若 u ∈ (B(n))c 则 K 单射（引理 4.16）。引理 4.4 给出

y = −c1 + κ c(n+ 1)ϕ+O(κ2), z = nc+O(κ2), ϕ = S+
P v.

若 u ∈ B(n)，内部块与 τ 无关，且

H
∣∣
V (T (n))

= −c1 + κ c(n+ 1)Hϕ +O(κ2).

若 u ∈ (B(n))c，内部块为 A+ τee⊤，其中 e = eu，τ = κ+O(κ2)。Sherman–Morrison 公式连
同 L1 = 0 给出

H
∣∣
V (T (n))

= −c1 + κ c(n+ 1)K +O(κ2).

两种情形在 V (T (n)) 上都有 H = −c1 + κ c(n+ 1)F + O(κ2)，且 F 单射。因而对 V (T (n)) 中

x 6= y，

H(x)−H(y) = κ c(n+ 1)
(
F (x)− F (y)

)
+O(κ2),

而

z −H(x) = (n+ 1)c+O(κ).

对小 κ 两差都非零。

在恢复的路 Pub : x0 = u, . . . , xk = b 上使用插值 (3.4)。恒等式 h(u) 6= h(b) 使 h 沿 Pub

严格单调。路上以外的值只通过
∑k

t=1w(xt−1, xt)
−1 = 1/τ 依赖于 Pub。保持该和不变，可在

(0, 1) 中避开有限个比值

θj =
h(u)

h(u)− h(b)
, θj =

h(v)− h(u)

h(b)− h(u)

(
v /∈ Pub

)
.

归纳在 n = |B| 处终止。

定理 2.2(2) 的证明. 若 |B| = 1，只有常数。不取零是定理 3.16。由引理 4.13，把 G 换成 GB

后证明单射即可，故以下 G = GB 且 |B| ≥ 2。

固定 x 6= y ∈ V。若 x ∈ B 则 h(x) = f(x)；若 x ∈ Bc 则 (1.10) 给出 h(x) = p⊤x f。故

h(x)− h(y) = α⊤f，其中

α =


ex − ey, x, y ∈ B,

px − ey, x ∈ Bc, y ∈ B,

px − py, x, y ∈ Bc.
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如 (1.7) 与 (1.10)，α 是边权的有理函数，分母为 detL[Bc] 的幂。三种情形都有 α ⊥ 1。记

α(w) =
Nxy(w)(

detL[Bc]

)k
其中 Nxy 为多项式向量。在 {Nxy 6= 0} 上，α 不与 1 平行。在引理 4.2 中把 ei − ej 换成

α，非常值特征函数满足 α⊤f = 0 当且仅当 S 与压缩 Bα 有正的公共特征值。相应结式为

Qxy(w)/(detL[Bc])
N。若存在非空开集，使每个非常值延拓都满足 u(x) 6= u(y)，则 Nxy 6≡ 0 且

Qxy 6≡ 0。

先设某条两端都在 B 上的路 P 同时经过 x 和 y。把其余每个 b ∈ B 沿一条只与当前树交

于一点的路接上。所得树 T∗ 满足 V (T∗) ⊃ B ∪ {x, y} 且叶子全在 B 中。引理 4.17 给出 T∗ 上

的 w∗，使每个非常值调和延拓 H 在 V (T∗) 上单射，因而 H(x) 6= H(y)。取 G 的包含 T∗ 的生

成树 T0，并令

w(ε)(e) =


w∗(e), e ∈ E(T∗),

1, e ∈ E(T0) \ E(T∗),

ε, e /∈ E(T0).

在 ε = 0 处，T0 \ T∗ 的额外边悬挂在 T∗ 上且不与 B 相交，故 S(T0) = S(T∗)。因而 S(w(ε)) →
S(T∗, w∗) 且 detL[Bc](w

(0)) > 0，故对小 ε > 0 有 u(x) 6= u(y)。

若不存在这样的路，则 x, y ∈ Bc。事实上，若 y ∈ B 且 P 是过 x 的 B–B 路，把从 y 到

P 的路与 P 上过 x 的弧拼接，就得到同时过 x 和 y 的 B–B 路。取过 x、两端都在 B 上的路

P。删去 V (P )，记 K 为含 y 的分量，N 为 P 上与 K 相邻的顶点。G 连通给出 N 6= ∅。
若 |N | = 1，设 N = {α}，且 K 与 B 交于某 b，则从 b 经 y 到 α、再沿 P 到 x 所在一侧

端点的路，是同时过 x 和 y 的 B–B 路，矛盾。故 K ∩B = ∅。于是从 y 到 B 的每条路都经过

α，因而 y 不落在任何简单 B–B 路上，与 G = GB 矛盾。故 |N | ≥ 2。

取互异的 α1, α2 ∈ N 以及 K 中过 y 从 α1 到 α2 的路。再与 P 上 α1 与 α2 之间的弧合在

一起得到圈 C。若该弧不含 x，则

P 的一个端点 − x − α1 − K（过 y） − α2 − 另一端点

是同时过 x 和 y 的 B–B 路，矛盾。故 x 落在该弧上。

同一主干构造给出树 T∗，叶子全在 B 中，V (T∗) ⊃ B ∪ {x, α1, α2}，且 T∗ ∩ K = ∅。引
理 4.17 给出 H(α1) 6= H(α2)。设 Qy = (α1 = q0, . . . , qr = y, . . . , qm = α2) 为 C 上过 y 的弧，

并记 G∗ = T∗ ∪Qy。对 τ > 0，把 Qy 上的权按 τ 缩放，同时保持各项 w−1 的比值固定，使

θ =

∑r
t=1w(qt−1, qt)

−1∑m
t=1w(qt−1, qt)−1

∈ (0, 1)

满足

(1− θ)H(α1) + θH(α2) 6= H(x).

每个特征函数至多排除一个 θ。Qy 内部的 Schur 补把 Qy 换成 α1 与 α2 之间权为 O(τ) 的边，

且

u(y) = (1− θ)u(α1) + θu(α2).



4 证明 27

当 τ → 0 时，S(G∗, τ) → S(T∗, w∗) 且

u(y) → (1− θ)H(α1) + θH(α2) 6= H(x).

给 E \ E(G∗) 赋权 ε 并令 ε→ 0，对小 ε 保持 u(x) 6= u(y)。

因而 Nxy 6≡ 0 且 Qxy 6≡ 0。对互异对 x 6= y，集合 {Nxy = 0} ∪ {Qxy = 0} 的有限并测度为
零。

注 4.18. 若 G 6= GB，则对每个 w > 0，h 在每个悬挂块上为常数，V 上单射失败。定理 2.2(2)
给出 V (GB)上的单射。若 G存在叶子全在 B 中的生成树，则 GB = G。其逆在 C4 上、B 为两

个相对顶点时不成立，图 3：此时 GB = G，但每棵生成树都有叶子落在 B 外。非常值特征函数

在 B 上是 (1,−1) 的倍数，两个内部顶点是两端点的凸组合；对通有边权它们互异。若 B = V，

则 GB = G，陈述包含图 Laplacian。

图 3: 空心顶点属于 B，实心顶点属于 Bc。每条简单 B–B 路都经过两个内部顶点，故 GB = G。

每棵生成树都有叶子落在 Bc 中。

等权可能落在例外集中。在三臂等长的 Y 形树上，λ1 重数为二，特征函数可在两片叶子上
取值相同。在 C4 上取 B = V 且等权，第一正特征空间含有在对顶点上取值相同的向量。二者

都落在 {Ps = 0} 或某个 {Qxy = 0} 中。在路上，V 上单射对一切 w > 0 成立。

4.4 顶点 Morse 与 Poincaré–Hopf

GB 中的闭星形落在 V (GB) 里。定理 2.2(2) 因而给出 GB 上的顶点 Morse。

引理 4.19 (Theorem 1, [8]). 设 G = (V,E) 为有限简单图，f 为顶点 Morse 函数。则∑
v∈V

if (v) = χ(G).

证明. 按 f 的递增取值把顶点排成 v1, . . . , vm。闭星形上单射禁止相邻等值，故等值之间的次序

无关。令 Gj 为 {v1, . . . , vj} 上的诱导子图，G0 = ∅。只需

χ(Gj)− χ(Gj−1) = if (vj).

vj 在 Gj 中的邻点集是 lk−(vj)。新团是 {vj} 以及 {vj} ∪ σ（σ ⊂ lk−(vj) 为团），故

c1(Gj) = c1(Gj−1) + 1, ck+1(Gj) = ck+1(Gj−1) + ck
(
lk−(vj)

)
(k ≥ 1),

且

χ(Gj)− χ(Gj−1) = 1 +
∑
k≥1

(−1)kck
(
lk−(vj)

)
= 1− χ

(
lk−(vj)

)
= if (vj).
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定理 2.4 的证明. 定理 2.2(2)给出 u在 V (GB)上单射。GB 的每个闭星形都包含于 V (GB)，故

u 在 GB 上是顶点 Morse。引理 4.19 给出∑
v∈V (GB)

iu(v) = χ(GB).

Forman Morse 通有地失败，已记于第 1.2 小节，本文不用。

4.5 支撑图上的符号域

引理 4.20. 设 w > 0，|B| = n，GS 如定义 1.9。

(i) 作为组合图，GS 与正边权的选取无关；

(ii) 若 G 连通则 GS 连通；

(iii) S1 = 0，故 Sxx = −
∑

y ̸=x Sxy。因而 S 是 GS 上边权为 −Sxy 的 Laplacian。对角非负，
非对角非正，且 kerS = span{1}。若 n ≥ 2 则对角严格为正；

(iv) Steklov 特征对就是该加权 Laplacian 的特征对。特别地，若 B = V 则 GS = G 且 S = L。

证明. 对 x 6= y ∈ B， (1.9) 给出

−Sxy = w(x, y) +
∑

z,t∈Bc

w(x, z) (L−1
[Bc])ztw(t, y) ≥ 0,

严格不等式当且仅当 {x, y} ∈ E 或存在从 x 到 y、中间顶点全在 Bc 的路。两种情形都只依赖

于 (G,B)，此即 (i)。
若 G 连通且 x = v0, . . . , vm = y 是 G 中的路，每次相继访问 B 的一对顶点是 GS 的边。

把这些边拼接得到 GS 中的路，此即 (ii)。
命题 1.7 给出 S1 = 0，故

Sxx =
∑

y:Sxy ̸=0

(−Sxy).

若 Sf = 0，则

f⊤Sf =
1

2

∑
x,y:Sxy ̸=0

(−Sxy)
(
f(x)− f(y)

)2
= 0,

故 f 在 GS 的每条边上为常数。连通性迫使 f 为常数，且 kerS = span{1}。若 n ≥ 2，GS 的

每个顶点都关联一条边，故 Sxx > 0。此即 (iii)。断言 (iv) 即 Sf = λf；若 B = V 则 S = L 且

GS = G。

引理 4.21. 图 GS 由 G[B] 对 G[Bc] 的每个连通分量 C，在邻点集 N(C) ⊂ B 上添加完全图

得到。因而 G[B] 是 GS 的生成子图，且

GS 完全 ⇐⇒ ∀x 6= y ∈ B, {x, y} ∈ E
(
G[B]

)
或x, y ∈ N(C) 对某个C.
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证明. 由引理 4.20，{x, y} ∈ E(GS) 当且仅当 {x, y} ∈ E
(
G[B]

)
或存在从 x 到 y、内部在 Bc

中的路。后一情形内部落在 G[Bc] 的单个分量 C 中且 x, y ∈ N(C)。反过来，若 x, y ∈ N(C)，

从 x 进入 C 再到 y 的路内部在 Bc 中。

命题 2.5 的证明. G[B] 的每条边都是 GS 的边，故对每个 w > 0{
x ∈ B : f(x) ≥ f(y) 对一切y ∼GS

x
}
⊂
{
x ∈ B : f(x) ≥ f(y) 对一切y ∼G[B] x

}
,

局部极小同样。

若 GS = K|B| 且 f 在 B 上单射，局部极大就是全局极大，且

x+ = arg max
B

f, x− = arg min
B

f

唯一。对通有 w，单射由定理 2.2(1) 给出。若 G[B] 完全，引理 4.21 推出 GS 完全，且同一对

{x+, x−} 是两图上的极值集。

定理 4.22 (Theorem (3,3), [7]). 设 H = (VH , EH) 为带正边权的有限连通图，L 为其加权

Laplacian。则 0 是 L 的最小单特征值，且 kerL = span{1}。若 f : VH → R 属于次小特征值，
则诱导子图

H
[
{x ∈ VH : f(x) ≥ 0}

]
与 H

[
{x ∈ VH : f(x) ≤ 0}

]
都连通。

命题 4.23. 对通有边权，λ1 单。相应特征函数 f 使 {x ∈ B : f(x) ≥ 0} 与 {x ∈ B : f(x) ≤ 0}
在 GS 中诱导连通子图。此外

(Sf)(x) =
∑

y:Sxy ̸=0

(−Sxy)
(
f(x)− f(y)

)
= λ1f(x),

故在局部极大处 f > 0，在局部极小处 f < 0。特别地，若 GS 本身是圈或路且 f 单射，则 f

在 GS 上恰有两个局部极值，一个极大、一个极小。

证明. 由引理 4.20，S 是连通图 GS 上权为 −Sxy > 0 的加权 Laplacian。因而 0 是最小特征值，

λ1 是次小。对通有边权 λ1 单，定理 4.22 给出 GS [{f ≥ 0}] 与 GS [{f ≤ 0}] 连通。
若 x 是 GS 上的局部极大且对一切 y ∼GS

x 有 f(x) 6= f(y)（定理 2.2(1)），则每个求和项
(−Sxy)

(
f(x)− f(y)

)
为正，故 λ1f(x) > 0 且 f(x) > 0。局部极小处同样 f(x) < 0。

现设 GS 是圈且 f 单射。则局部极大落在 {f > 0} 中，局部极小落在 {f < 0} 中，而
{f ≥ 0} 是连通弧。若该弧含两个局部极大 xi, xj，弧中连接二者的路将含有局部极小 p 满足

f(p) ≥ 0，与局部极小处 f < 0 矛盾。故有唯一局部极大与唯一局部极小。若 GS 是路，端点是

局部极值且 {f ≥ 0} 是子路；同一比较排除两个局部极大，故极值恰好是两端点。

推论 4.24. 对通有边权，λ1 单，相应特征函数在 B 上无处为零。故 {f > 0} = {f ≥ 0} 且
{f < 0} = {f ≤ 0}，二者都在 GS 中诱导连通子图。因而 λ1 在 GS 上恰有两个符号域。

由命题 2.5，

{f 在 GS 上的局部极值} ⊂ {f 在 G[B] 上的局部极值}.
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反之不必成立。若 GS = K|B| 且 f 单射，左边基数为二。若 GS 是树，每片叶子都是局部极

值，定理 2.6(3) 对 λ1 给出等号。因而 λ1 在 B 上恰有两个局部极值并不是任意 (G,B) 的通有

性质。当 GS 是圈、路或完全图时成立。

引理 4.21：

GS = G[B] ⇐⇒ N(C) 对每个内部分量 C 都是 G[B] 中的团

（含 |N(C)| ≤ 1）。

例 4.1. 轮毂在 Bc、轮缘为 B 的轮图，如图 4，有单个内部分量 C 满足 N(C) = B，故

GS = K|B|。每个非常值特征函数在 GS 上恰有两个局部极值，而 G[B] 是圈，可能另有峰。

(a) (b) (c)

图 4: 空心顶点属于 B，实心轮毂属于 Bc。(a) 图 G。(b) 诱导图 G[B] 是 8-圈。(c) 支撑图
GS = K8：虚线是 G[B] 中尚无的完全图边。

例 4.2. 设 G[B] = C8 = (x0, . . . , x7)，并添加内部路

x0−p1−p2−x4, x2−q1−q2−x6,

如图 5(a)。给边 {x2k, x2k+1} 赋权 5，给 {x2k+1, x2k+2} 赋权 1/5（指标模 8），给内部路边赋

权 3。权有 π/2 旋转对称，故 S 有重复的正特征值，此例不通有。由对称性可取第一正特征函

数满足

sign(f |B) = (+,+,−,−,+,+,−,−).

两段正弧由 GS 的一条边连接，图 5(c)，故 GS [{f > 0}] 连通，而 G[B][{f > 0}] 不连通，
图 5(b)。每个内部顶点度数为二，因而取其路邻点的凸组合，u 在 V 上有两个符号域。两个内

部分量都满足 |N(C)| = 2，与定理 2.7 一致。

Fiedler 定理只适用于次小特征值。若 Sf = λkf 且 k ≥ 2，GS [{f ≥ 0}] 与 GS [{f ≤ 0}] 都
不必连通。在一般图上局部极值个数不是 k 的函数；圈与路在第 4.6 小节另行处理。

4.6 圈与路上的临界点

定理 2.6 第一条断言的证明. 定理 2.2(1) 给出 B 上单射。G[B] 与 GS 的闭星形都落在 B 里，

故 f 在二者上都是顶点 Morse。把引理 4.19 用于 GS 得∑
v∈B

if (v) = χ(GS).
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图 5: 空心顶点属于 B，实心顶点属于 Bc。符号是 f 在 B 上的符号。(a) 图 G：粗圈边权为

5，细边权为 1/5，内部路边权为 3。路 x2−q1−q2−x6 画在圈外，以免两个内部分量看起来相
交；组合上二者都是 Bc 中的内部路。(b) 诱导图 G[B]：两段正弧不连通。(c) 支撑图 GS：虚

线边是 N(Cp) = {x0, x4} 与 N(Cq) = {x2, x6} 上的完全图。

命题 4.25. 设 G[B] 是圈且 f 在 B 上单射。则 f 在 G[B] 上是顶点 Morse。圈至少有两个局
部极值，且极大与极小交错。

证明. 把圈标为 x0, . . . , xn−1，指标模 n，n ≥ 3。xi 的闭星形是 {xi−1, xi, xi+1}（若 n = 3 则

为 B）。B 上单射限制到每个闭星形，故 f 是顶点 Morse。
令 x+（相应地 x−）为全局极大（相应地极小）。单射给出 x+ 6= x− 且

f(x+) > f(y) 对一切y ∼ x+, f(x−) < f(y) 对一切y ∼ x−.

设两个相继局部极值 xi, xj 都是极大，其间开弧上没有极值。相邻顶点不能同时为极大，故

该弧是路

xi = p0, p1, . . . , pℓ = xj , ℓ ≥ 2,

满足 f(p1) < f(p0) 且 f(pℓ−1) < f(pℓ)。f 在该路上的极小元 ps 满足 1 ≤ s ≤ ℓ− 1 且

f(ps) < f(ps−1), f(ps) < f(ps+1),

因而是局部极小，矛盾。把 f 换成 −f 排除相继极小。

定理 4.26. 设 G[B] 是圈且 |B| ≥ 3。对通有边权，每个非常值 Steklov 特征函数 f 在 G[B] 上

是顶点 Morse，且

(i) 每个局部极值都是严格的，极大与极小沿圈交错，且极值两两不同；

(ii) 若 |B| ≥ 4，则在圈的每个顶点处 2f(xi) 6= f(xi−1) + f(xi+1)。

若 G[B] 是路，限制同样是顶点 Morse，且两端点都是局部极值。

证明. 定理 2.2(1) 与命题 4.25 给出顶点 Morse、交错极值，以及

#{局部极大} ≥ 1, #{局部极小} ≥ 1.

单射迫使极值互异，此即 (i)。若 |B| ≥ 4，顶点 xi−1, xi, xi+1 两两互异，定理 2.3(iii) 即 (ii)。
若 G[B] 是路，闭星形有两个或三个顶点，故单射给出顶点 Morse，且每个端点都是局部极

值。
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记 φ(f) 为 GS 上 f 变号的边数。

引理 4.27. 设 GS 是圈或路。对通有 w，非常值特征函数 f 在 B 上单射且无处为零。则每个

局部极大满足 f > 0，每个局部极小满足 f < 0，且每个符号域恰含一个局部极值。因而局部极

值个数等于符号域个数。在圈上该数为偶数。

证明. 定理 2.1 与 2.2(1) 给出单射与不取零。对 λ > 0，

λf(x) =
∑

y:Sxy ̸=0

(−Sxy)
(
f(x)− f(y)

)
.

在局部极大处求和项非负，单射使它们为正，故 f(x) > 0。局部极小处同样 f(x) < 0。

正符号域是弧（或子路）。两个局部极大将迫使二者之间的路上有局部极小 p满足 f(p) ≥ 0。

故每个正域至多一个局部极大，每个负域至多一个局部极小。

设 x∗ 在正符号域 D 上取到 f 的极大。则 x∗ 是 GS 上的局部极大。若 x∗ 在 D 内部，两

个 GS-邻点都在 D 中且取值严格更小。若 x∗ 是 D 的端点，则 D 内的邻点更小，且或者 x∗ 在

路 GS 上度数为一，或者 D 外的唯一邻点异号。负域同样。在圈上 φ(f) 为偶数。

定理 2.6(1) 的证明. 若 GS 是路，引理 4.20给出 S 在路序下是三对角的，且对每个 w > 0次对

角元 −Si,i+1 > 0。对称不可约三对角矩阵有单谱。把 S 的特征值记为 0 = µ1 < µ2 < · · · < µn，

则 λj = µj+1。负次对角 Jacobi 矩阵——路的 Laplacian 或 Steklov 矩阵——的离散 Sturm 定
理断言：属于 µk 的特征函数恰有 k − 1 条变号边。（Gantmacher–Krein [13] 中振动 Jacobi 矩
阵采用相反的、正的次对角约定。）因而 λj 的特征函数满足 φ(f) = j。从路上删去 j 条边得到

j + 1 个分量，故有 j + 1 个符号域。引理 4.27 给出 j + 1 个局部极值。两端点度数为一，因而

是极值。对 j = 1 两个极值就是端点，故 f 严格单调。

定理 2.6(2) 的证明. 把 S 的特征值记为 0 = µ1 < µ2 ≤ · · ·。Berkolaiko [11] 给出：只要 µk 单

且特征向量无处为零，就有 φ ≥ k − 1。Colin de Verdière [12] 把符号亏 φ − (k − 1) 等同于磁

扰动的负特征值个数，因而 φ ≤ k − 1 + β，其中 β = |E| − |V |+ 1。故

k − 1 ≤ φ ≤ k − 1 + β.

此处 GS 是圈，故 β = 1。对 λj 有 k = j + 1，因而 j ≤ φ ≤ j + 1。在圈上 φ 为偶数，且对

j ≥ 1 有 φ ≥ 2。若 j 为偶，区间 [j, j + 1] 中唯一的偶数是 j；若 j 为奇则是 j + 1。二者都等

于 2dj/2e。引理 4.27 给出同样个数的极值，因而沿圈交错。对 j = 1 个数为二。

定理 2.6(3) 的证明. 定理 2.1 与 2.2(1) 给出 λ1 单，且 f 在 B 上无处为零并单射。推论 4.24
给出 GS [{f > 0}] 与 GS [{f < 0}] 连通。由于 GS 是树，这两个互补的连通诱导子图由唯一边

e∗ = {α, β} 连接。取 f(α) > 0 > f(β)，并记 T+（相应地 T−）为 GS − e∗ 中含 α（相应地 β）

的分量。

引理 4.20 使 S 成为 GS 的加权 Laplacian。对 GS 的边 e = {α′, β′}，把 GS 分成 T1 t T2
且 α′ ∈ T1，把 Sf = λ1f 在 T1 上求和只留下跨越边：

we

(
f(α′)− f(β′)

)
= λ1

∑
x∈T1

f(x), we := −Sα′β′ > 0.
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设 x ∈ T+ \ {α}，p 为 x 朝 α 方向的邻点。取 T1 为 GS − e 中含 x 的分量，其中 e = {p, x}，
则 T1 ⊂ T+，故 f 在 T1 上为正。右边为正，故 f(x) > f(p)。因而沿从 α 到 T+ 任何顶点的唯

一路，取值递增。T− 上同一论证给出：沿从 β 到 T− 任何顶点的路，f 递减（变得更负）。

叶子度数为一，因而是局部极值。若 v 不是叶子，则 deg(v) ≥ 2。若 v ∈ T+ \ {α}，父点取
值严格更小，某个子点取值严格更大。若 v = α 且 α 不是叶子，则 α 在 T+ 中有取值更大的邻

点，并与 f(β) < 0的 β 相邻。T− 的内部顶点同样不是极值。故局部极值恰好是叶子，图 6。
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图 6: 树 GS 与第一正特征函数。唯一变号边 e∗ 画得更粗。取值沿 T+ 远离 e∗ 递增，沿 T− 递

减。局部极值是叶子。

引理 4.28. 设 C 为 G[Bc] 的连通分量，N(C) = {x, y}，且 w > 0。设 φ 为 C ∪ {x, y} 上在
C 中调和、满足 φ(x) = 1 与 φ(y) = 0 的唯一函数。则在 C 上 0 < φ < 1。对每个 t ∈ (0, 1)，

{φ > t} 上的诱导子图连通且含 x，{φ < t} 连通且含 y。若 v ∈ C 且 φ(v) 6= t，则存在从 v 到

x 或到 y 的路，沿该路 φ 严格单调且保持在 t 的同一侧。
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图 7: 二极。空心顶点属于 B，实心顶点属于 Bc；虚线边属于 GS。内部取值是两极的凸组合。

(a) 同号：u 在 C 上保持符号。(b) 异号：u 在内部桥上有唯一零点，不在顶点处取到。

证明. 函数 φ 非常值。带正边权的连通图上、在内部调和的非常值函数只在 {x, y} 上取到极值。
故在 C 上 0 < φ < 1。

设 U 为 {φ > t} 的连通分量，v∗ 在 U 上使 φ 最大。则 φ(v∗) > t，且 v∗ 的每个邻点满足

φ ≤ φ(v∗)。若 v∗ ∈ C，调和性迫使每个邻点取等。U 外的邻点满足 φ ≤ t < φ(v∗)，故 v∗ 没

有这样的邻点。等值集充满 U，且 U 没有离开的边，与 C ∪ {x, y} 连通矛盾。故 v∗ = x，且

{φ > t} 连通。集合 {φ < t} 是 1− φ。

若 v ∈ C 且 φ(v) < 1，则某个邻点取值严格更大：否则均值迫使平台，再迫使在 C 上为

常数。迭代得到通向 x 的严格递增路。若 φ(v) > t，该路留在 {φ > t} 中。到 y 的递减路同

样。
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定理 2.7 的证明. 定理 2.1 与 2.2：对通有 w，f 在 B 上单射且无处为零，且 u 在 V 的任何顶

点处不取零。u 的符号域是 G[{u > 0}] 与 G[{u < 0}] 的连通分量；对 GS 上的 f 同样。

设 C 为内部分量。若 |N(C)| = 1，则 C 位于 GB 之外，引理 4.13，且 u|C 为常数。不增
加符号域。若 G 连通且 B 6= ∅，则 |N(C)| 6= 0。

现设 N(C) = {x, y}。引理 4.21：{x, y} ∈ E(GS)。引理 4.28：在 C ∪ {x, y} 上

u = f(y) +
(
f(x)− f(y)

)
φ, 在C 上0 < φ < 1,

其中 φ(x) = 1，φ(y) = 0，图 7。
若 f(x)f(y) > 0，则 u 严格介于 f(x) 与 f(y) 之间，故 u 在 C 上保持两极的符号。边

{x, y} 不变号，故 x 与 y 已落在 f 在 GS 上的同一符号域中。

若 f(x) > 0 > f(y)，则 u = 0 发生在唯一水平

φ = t∗ =
f(y)

f(y)− f(x)
∈ (0, 1).

通有地 t∗ 不在顶点处取到。引理 4.28：{φ > t∗} 连通且含 x，{φ < t∗} 连通且含 y。水平集

{φ = t∗} 是 C 中的一个割（图 7(b) 是单边，一般是割集），实现已计数的 GS 变号边。

G[B] 的边都是 GS 的边。故 u 在 V 上的符号域与 f 在 GS 上的符号域一一对应。

特别地，对 λ1，推论 4.24 给出 f 在 GS 上两个符号域，因而 u 在 V 上和在 V (GB) 上也

是两个。

假设 |N(C)| ≤ 2 用来把 GS 的每条边实现为只在端点与 B 相交的路。若某个 C 与 B 交

于三个或更多顶点，实现 GS 一条边的 G 中的路可能经过第三极，插值不必保持符号。轮图属

于此类。至少三片叶子的星形有 |N(C)| ≥ 3；第一特征值在定理 4.30 中计算。

推论 4.29. 在定理 2.7 的假设下，对通有 w，属于 λ1 的特征函数在 GB 上的局部极值与 f 在

GS 上的局部极值一一对应。若再设 GS 是树，这些极值恰好是 GS 的叶子。

证明. 调和性禁止任何内部顶点处的严格局部极值。定理 2.2(2) 给出 V (GB) 上单射，因而没有

平台。故 u 在 GB 上的局部极值都落在 B 中。

在 N(C) = {x, y} 的分量上，

u = f(y) +
(
f(x)− f(y)

)
φ 在C 上, 0 < φ < 1.

内部取值严格介于 f(x) 与 f(y) 之间。x 在 GB 中的邻点是 G[B] ⊂ GS 中的邻点，或二极的内

部顶点。因而 x 是 u 在 GB 上的局部极大，当且仅当对 GS 的每个邻点 y 有 f(x) > f(y)。极

小同样。定理 2.6(3) 给出最后一句。

定理 4.30. 设 G 为星形，轴在 Bc 中，叶子为 B = {1, . . . , n}，n ≥ 2，辐条权 wi > 0。记

W =
∑

iwi 及 w = (w1, . . . , wn)
⊤。则

S = diag(w)− ww⊤

W
,

且轴上的值为 w⊤f/W。若辐条权两两不同，按 w(1) < · · · < w(n) 排列，则 λ1 ∈
(
w(1), w(2)

)
，

恰一片叶子与轴异号，且调和延拓在 V 上恰有两个符号域，图 8。
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图 8: 轴在 Bc 中的星形。空心顶点是叶子 B。辐条权互异时，恰一片叶子与轴异号；其余叶子

经轴相连构成一个符号域。

证明. 有 S1 = 0。对 λ > 0 及 Sf = λf，令 c := w⊤f/W。恒等式 wi(fi − c) = λfi 在 c 6= 0 且

λ 6= wi 时改写为 fi = cwi/(wi − λ)。正交性 1⊤f = 0 成为

n∑
i=1

wi

wi − λ
= 0.

左边在每个 wi 处有单极点，在
(
0, w(1)

)
上严格为正，且在相继极点之间的每个区间上导数∑

iwi/(wi − λ)2 为正。因而第一正根落在
(
w(1), w(2)

)
。于是恰有一个指标满足 wi < λ1，该叶

子与 c 异号，其余叶子与 c 同号。轴等于 c。多数号的叶子经轴相连构成一个符号域；唯一异号

叶子构成另一个。

若 c = 0且 wi 互异，则对每个 i有 wifi = λfi。若 λ不等于任何 wi，则 f = 0。若 λ = wj，

则对 i 6= j 有 fi = 0，且 1⊤f = fj = 0，再次 f = 0。

例 4.3. 设 G 为圈 v0· · ·v5，B = V，相继边权为 1, 2, 12 , 3,
2
5 ,

3
2。第一正特征函数精确到三位小

数为 (
−0.380, −0.314, −0.183, 0.568, 0.575, −0.266

)
,

如图 9。唯一局部极大是 v4，唯一局部极小是 v0。有两次变号，因而两个符号域。

−0.380

−0.314

−0.183

0.568

0.575

−0.266

图 9: 例 4.3 的圈上的第一正特征函数。

例 4.4. 设 G 为路 v0−v1−v2−v3−v4，B = V，相继边权为 1, 2, 12 , 3。则 S = L，第一正特征

函数精确到三位小数为 (
0.517, 0.346, 0.203, −0.502, −0.565

)
,
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如图 10。取值严格递减。仅有的局部极值是端点，且在 v2 与 v3 之间恰有一次变号。

0.517 0.346 0.203 −0.502 −0.565

图 10: 例 4.4 的路上的第一正特征函数。
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