
通有 Steklov 特征函数与边权的局部变分

杨锟∗

摘要

设 G 是有限连通图，指定边界 B。我们证明：对通有正边权，每个非常值 Steklov 特征
函数在边界上单射，其调和延拓在全体简单边界到边界路上单射。更一般地，预先给定的有

限族齐次多项式关系在这个核心上都被避开，除非该关系来自边界和为零。证明基于一个精

确的局部秩公式。在单的正特征值处，从一组指定边权到该特征值与归一化延拓的微分，秩

为 |V (G)| − c，其中 c 是可变非平坦边所成图的连通块个数。因此，核心上任意一棵非平坦

生成树的边权，是一个归一化特征对的局部解析坐标，逆映射是有理的。含特征值的联合多

项式回避，以及随机边权下的绝对连续性，都是推论。最后给出正流准则，描述哪些全顶点

数据可由正边权实现，以及这些边权有多少自由度。
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1 引言与主要结果

特征函数的通有性质可追溯到 Uhlenbeck [11]。在光滑紧流形的 Steklov问题中，Wang [12]
证明了边界特征函数的通有单性与通有正则性。离散 Steklov 问题由 Hua、Huang 与 Wang [6]
研究。Chen、Hua 与 Shi [3] 证明：在固定的有限图上，对通有正边权，Steklov 谱是单的，且
每个特征函数在每个边界顶点处非零。他们的证明把代数例外集与悬挂点粘接构造合在一起。

本文考虑边界不取零之外的两个问题。特征函数的取值之间，哪些关系是图强迫的？只改

一组指定的边权，这些取值里有多少可以独立变动？第一个问题给出边界核心上的通有多项式

回避定理。第二个问题给出精确的微分秩公式，它提供证明第一个定理所需的局部自由度。谱

的困难由单性处理；剩下的障碍恰好是可变非平坦边的连通性。

全文中，G = (V,E) 是有限连通简单图，B ⊆ V 非空，w ∈ RE
>0 是正边权。边界不必是独

立集，也不必全是叶子。记 I = V \B。加权 Laplacian 为

(L(w)u)(x) =
∑
y∼x

w(xy)
(
u(x)− u(y)

)
.

Steklov 特征对满足

L(w)u = λMu, M = diag(1B), u|B 6= 0. (1.1)

因此 u 在 I 上调和，并且在 B 上的外法向导数等于 λu|B。称 f = u|B 为边界特征函数，u 为

其延拓。Steklov 特征值为 0 = λ0 < λ1 ≤ · · · ≤ λ|B|−1；零特征空间由常数组成。每个正特征值
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的延拓满足
∑

b∈B u(b) = 0。这些事实在第 2 节回忆。若 |B| = 1，则没有正特征值，关于非常

值特征函数的断言都是空的。除非另有说明，以下设 |B| ≥ 2。

B-核心 GB 是全体两端属于 B 的简单路的并。允许长度为 0 的路。记 V0 = V (GB)，N0 =

|V0|。G−V0的每个连通块在 V0中恰有一个附着点，每个调和延拓在该块上为常数。而且 Steklov
矩阵只依赖核心上的边权。这些陈述在引理 2.1 中证明。因此核心是讨论单射的自然区域。
一个性质对通有正边权成立，是指其例外集含于 R[we : e ∈ E] 中某一个非零多项式的零点

集。该性质于是在一个稠密开集上成立，且此集具有全 Lebesgue 测度。可数个这种例外集的并
将另行陈述。

1.1 核心上的多项式关系

记

HB =

{
v ∈ RV0 :

∑
b∈B

v(b) = 0

}
.

未归一化特征函数之间的关系必须允许乘以非零标量。因此先考虑齐次多项式。

定理 1.1. 设 F 是 R[xv : v ∈ V0] 中的有限族齐次多项式，每一个都在 HB 上不恒为零。存在

边权的非零多项式 RF，使得 RF (w) 6= 0 时 Steklov 谱是单的，并且

Q(u|V0) 6= 0

对每个 Q ∈ F 以及每个正 Steklov 特征值的延拓 u 都成立。

对满足同样假设的至多可数族，例外边权含于可数个非零多项式零点集的并。一个齐次多

项式对每个正边权和每个这样的延拓都为零，当且仅当它被
∑

b∈B xb 整除。

这个定理里的多项式族在选取边权之前已经给定。特别地，定理并不同时排除所有实系数

多项式。其可数形式确实允许：几乎每个边权处，所有非平凡的有理系数齐次关系都被排除。边

界上的多项式由忽略内部变量得到：HB 到 RB 的投影是 1⊥B。

推论 1.2. 对通有正边权，每个非常值 Steklov 特征函数在 B 上单射。其延拓在 V0 上单射，并

且在 G 的每个顶点处非零。在 G− V0 的每个连通块上，延拓等于附着点处的值，因而是常数。

事实上，把定理 1.1 用于坐标形式 xv 以及差 xv − xz，其中 v, z ∈ V0 互异，再用引理 2.1。
这些形式都不在 HB 上恒为零。同一条定理也处理预先给定的倍数、等差关系和高次关系，不

必分别作扰动构造；若干例子见第 4 节。

1.2 一个特征对的局部变分

定理 1.1背后的机制是局部的。对 u ∈ RV，边 xy 称为平坦的，若 u(x) = u(y)。对 F ⊆ E，

定义

E(u) = {xy ∈ E : u(x) 6= u(y)}, cF (u) = c
(
V, F ∩ E(u)

)
,

其中 c 计算连通块个数，包括孤立顶点。记 c(u) = cE(u)，N = |V |。在边界顶点 b0 处，归一

化 u(b0) = 1 给出仿射空间

Ab0(G,B) =

{
v ∈ RV :

∑
b∈B

v(b) = 0, v(b0) = 1

}
, (1.2)
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其维数为 N − 2。

定理 1.3. 设 w0 > 0，λ0 > 0 是单的 Steklov 特征值，并将其延拓 u0 在某个非零的边界顶点处

归一化为 u0(b0) = 1。记相应的局部解析特征对为 (λ(w), u(w))。

(i) 若只有 F ⊆ E 中的边权变动，则

rankDΦF (w
0) = N − cF (u

0), ΦF : w|F 7−→ (λ(w), u(w)). (1.3)

当全部边权都变动时，rankDwu(w
0) = N − c(u0)− 1。

(ii) 若生成树 T 满足 E(T ) ⊆ E(u0)，则在 T 外的边权固定时，映射

w|E(T ) 7−→ (λ(w), u(w))

是从 T 的边权到 (0,∞)×Ab0(G,B) 中 (λ0, u0) 的一个邻域的局部解析微分同胚。其逆是

有理的。所得边权保持为正，特征值保持为单的，并且有序指标不变。少于 N − 1 条可变

边不能给出到这个目标空间的满秩微分。

秩公式对每个单的正特征对都成立，包括带平坦边的边权，以及核心外还有顶点的图。在

核心上，通有的非平坦性将推出：核心的每一棵生成树都给出 (ii) 中的局部坐标。这是关于一
个特征对的陈述。不同特征值的特征函数在 B 上正交，因此不能用这种方式独立地指定若干个

特征对。

定理 1.1 断言一个额外的代数等式通有地不出现；定理 1.3 则说明特征对的像在其自然目
标空间中含有相对开集。两者都不断言该目标空间的每一点都能由正边权整体实现。第 5 节用
有向割描述剩下的不等式。这个补充结果针对完整延拓，不指定所实现特征值的指标或单性。

1.3 相关工作与证明提纲

Poignard、Pereira与 Pade [8]研究了保持底图不变的扰动下，加权图 Laplacian的通有谱性
质。在度量图上，通有单性、不取零以及其他顶点条件由 Berkolaiko与 Liu [2]和 Alon [1]研究。
那些结果里的变量是边长，这里的变量是电导。我们的整体实现问题也不同于 Lin与 Shirazi [7]
考虑的逆 Fiedler 向量问题；在那个问题里，谱位置是给定数据的一部分。

我们使用 Chen、Hua 与 Shi [3] 的悬挂点粘接公式，并始终保留这一归属。这里额外需要
的是一种树的构造，使得每个正特征值的延拓在每条树边上都不平坦。它用割和，而不用多项

式回避。在此构造之后，逐边的结式论证给出核心上的通有非平坦性。第 3 节证明精确秩公式，
并给出显式逆。第 4 节直接证明定理 1.1：局部自由度先提供一个边权，使所有指定关系在所有
正分支上都不成立；再由结式把例外集做成代数集。含特征值的联合关系随后由齐次化与边权

的共同缩放得到。因此，通有定理并不用于它所依赖的非平坦性构造。
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2 边界核心与非平坦特征函数

2.1 Steklov 矩阵与核心

把顶点排成 V = I tB，并相应地写 L的分块。内部块 LII 正定。为看清这一点，把 a ∈ RI

在 B 上延拓为零。于是

a⊤LIIa =
∑
xy∈E

w(xy)
(
ã(x)− ã(y)

)2
.

若此式为零，连通性迫使 ã 为常数，因而为零。当 I = ∅ 时，空块的行列式理解为 1。

因此，边界函数 f 有唯一的调和延拓 E(w)f，由

(E(w)f)|B = f, (E(w)f)|I = −L−1
II LIBf (2.1)

给出。其边界通量为 S(w)f，其中

S(w) = LBB − LBIL
−1
II LIB . (2.2)

这就是 Steklov 矩阵。S 与 E 的元素是 w 的有理函数，分母是 ∆(w) = detLII > 0 的幂。而且

f⊤S(w)f = (E(w)f)⊤L(w)E(w)f =
∑
xy∈E

w(xy)
(
(Ef)(x)− (Ef)(y)

)2
.

因此 S 对称半正定，核为 span{1B}。方程 (1.1) 等价于 S(w)f = λf 且 u = E(w)f。这就证明
了引言中用到的谱论断；亦见 [6]。

引理 2.1. 图 GB 连通。G− V0 的每个连通块在 V0 中恰有一个邻点。对每个正边权，调和延拓

在每个这样的块上为常数。它们在 GB 上的限制以及 Steklov 矩阵都只依赖 E(GB) 中的边权。

G 中两端都在 V0 里的每条边都属于 GB。

证明. 从一个固定边界顶点到其余边界顶点的路的并是连通的。每一条另外的边界到边界的路
都在端点处与这个并相交。因此 GB 连通。

对任意互异的 x, y ∈ V0，在 GB 中存在从 x 和 y 出发、到 B 的不同顶点、并且顶点不交

的路，允许长度为 0。否则，把 Menger 定理的两路形式用于 GB，就有一个顶点 z 与 GB 中从

{x, y} 到 B 的每条路相交。取 t ∈ {x, y} \ {z}。一条经过 t 的简单边界到边界的路落在 GB 中，

并给出两条只在 t 处相交的 t–B 子路，因而它们不能都含有 z。这是矛盾。特别地，两端都在

V0 中的边 xy，与这两条路一起，落在一条简单的边界到边界的路上。

设 K 是 G−V0 的一个连通块。由连通性，它在 V0 中有一个邻点。若它有两个不同的邻点

x, y ∈ V0，取一条穿过 K 的简单 x–y 路，以及上面那两条 GB 中的路。这两条路与 K 只在 x

和 y 处相遇，因此拼接是一条与 K 相交的简单边界到边界的路。这与 V0 的定义矛盾。因此附

着点唯一。

K 上的 Dirichlet 问题只有一个边界值，即附着点处的值。最大值原理使其调和延拓为常
数。因此核心外的每条边两端取值相等，不贡献电流。反过来，核心上的调和函数可以常值地

延拓到所有这些块上。其边界通量不变，这就证明了其余断言。

若 G 有一棵叶子全在 B 中的生成树，则 GB = G：每个树顶点都落在一条边界到边界的

路上，而引理 2.1 的最后一条断言把其余的边都包括进来。反过来不成立。对两个相对顶点为
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边界的 C4，有 GB = G，但每棵生成树都有内部叶子。因此若用这种生成树的存在性代替核心

条件，就会不必要地缩小结果的范围。

也不存在离散的唯一延拓原理，使得边界零点对每个边权都不可能。在三顶点路、B = V

且边权为 1 时，向量 (1, 0,−1) 是特征值 1 的特征向量。通有断言必须排除例外边权。

2.2 解析分支与结式

下面记录所用的扰动事实，并给出这里需要的简短可逆性检验；亦见 [10]。

引理 2.2. 设 A(p) 是实对称矩阵，实解析地依赖于有限个参数。在 p0 附近的单特征对 (λ0, f0)

处，若 f0(b0) = 1，则存在唯一的局部解析分支 (λ(p), f(p))，满足 f(p)(b0) = 1，并在 p0 处取

指定值。

证明. 对
(p, t, f) 7−→

(
(A(p)− tI)f, f(b0)− 1

)
用解析隐函数定理。对 (t, f) 的导数把 (η, h) 映到 ((A(p0)− λ0I)h− ηf0, h(b0))。若此式为零，

乘以 (f0)⊤ 得 η = 0。单性给出 h = af0，再由 h(b0) = 0 得 a = 0。这是一个单射的方阵线性

映射，因而可逆。隐函数定理适用。

与 (2.1) 合在一起，就得到解析的归一化 Steklov 延拓。特别地，在单谱处，分支上任何有
限条非零条件在边权的小变动下仍然成立。

对对称矩阵 A 及其单特征值 t、特征向量 f，

adj(A− tI) = ctff
⊤, ct 6= 0. (2.3)

重特征值的伴随矩阵为零。两者都由对角化 A 得到；见 [5]。
记 p(t, w) = det(S(w)− tI)，p̃(t, w) = p(t, w)/t。在正边权处，p̃ 的根恰好是正 Steklov 特

征值，并计重数。其首项系数是非零常数。若 g(t, w) 作为 t 的多项式，其系数的分母是 ∆(w)

的幂，则

Rest(p̃, g) =
Rg(w)

∆(w)ag
(2.4)

对某个多项式 Rg 和非负整数 ag 成立。若某个正特征值是 g 的零点，则 Rg(w) = 0。反过来，

在一个正边权处，若 g 在每个正特征值处都不为零，则结式非零。这直接来自结式对 p̃ 的根的

乘积公式。

最后这一观察是必要的：写出结式本身并不说明 Rg 是非零多项式。必须给出一个边权，使

它的每个因子都不为零。不同的关系起初可能有不同的见证点；把所得的非零分子多项式作有

限乘积，则这个乘积在正卦限的某处非零。

非零多项式的零点集 Lebesgue 测度为零，且内部为空。测度断言由对变量个数的归纳和
Fubini 定理得到；其 Hausdorff 维数至多比环境维数少一 [4]。我们也用连通开集上实解析函数
的恒等原理：非零的这种函数不能在一个开子集上为零。因此其零点集是内部为空的闭集，有

限个这种零点集不能覆盖一个开球。
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2.3 一种树的构造

在路 x0 · · ·xk 上，若只有端点属于边界，则调和性说明电流 w(xj−1xj)(u(xj−1)−u(xj))与

j 无关。这条路的有效边权为

α =

 k∑
j=1

1

w(xj−1xj)

−1

,

Steklov 矩阵为 α
(

1 −1
−1 1

)
。其延拓为

u(xj) = (1− θj)u(x0) + θju(xk), θj = α

j∑
i=1

1

w(xi−1xi)
. (2.5)

对任意固定的 α > 0，每个 0 = θ0 < θ1 < · · · < θk = 1 都由

w(xj−1xj) =
α

θj − θj−1
(2.6)

实现。更一般地，一条没有内部边界顶点、且内部顶点没有外接边的路，可以换成一条权为 α

的边，而不改变 Steklov 矩阵以及路外的延拓。这就是 [3, Proposition 2.9 与 Corollary 2.11] 的
路约化。

我们也使用他们的悬挂点粘接恒等式 [3, Lemma 2.12]。下面用边界通量给出一个推导。

引理 2.3. 用一条权为 τ > 0 的边，把新的边界叶子 b 接到顶点 a。若 S 是原来的 Steklov 矩
阵，则新的矩阵为

Ŝ =

(
S 0

0 0

)
+ κ

(
pp⊤ −p

−p⊤ 1

)
. (2.7)

这里当 a ∈ B 时，p = ea 且 κ = τ。当 a ∈ I 时，

p = −LBIL
−1
II ea, α = e⊤a L

−1
II ea, κ =

τ

1 + τα
.

两种情形都有 1⊤Bp = 1。

证明. 当 a ∈ B 时，新增的通量在 a 处为 τ(y(a)− z)，在 b 处为其相反数，这就给出 (2.7)。设
a ∈ I，并指定旧边界值 y 与新值 z。记 h = E(w)y 为旧延拓，q = τ(ĥ(a) − z) 为从 a 到 b 的

新电流。在旧内部上，

ĥ|I = h|I − qL−1
II ea.

于是 ĥ(a) = p⊤y − αq，并且 q = κ(p⊤y − z)。旧边界通量变为 Sy + qp，而 b 处的通量为 −q。

这就证明了矩阵公式。最后，p⊤1B = 1，因为常值边界数据的调和延拓是常数。

若旧谱是单的，且 n = |B|，把 (2.7)限制到 1⊥n+1。在 τ = 0处，这个限制的特征值都是单的：

它们是旧的正特征值，以及一个单的零，其归一化特征向量为 c(−1n, n)，其中 c = 1/
√
n(n+ 1)。

引理 2.2 给出所有充分小的 τ > 0 处的单分支。新的最小正特征向量趋于 c(−1n, n)，其余每个
正特征向量趋于 (f, 0)，其中 f 是旧特征向量。旧内部块在 τ = 0 处仍然可逆，因此旧顶点上

的延拓也收敛。
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还有两条初等观察会用到。若新的正边界特征向量 (y, z) 满足 z = 0，则 (2.7) 的最后一个
方程给出 p⊤y = 0，第一个方程给出 Sy = λy。因此，只要每个旧的正延拓在 a 处都不为零，这

样的零点就不可能。另外，在树 T 上，把 (1.1) 在边 ab 的一侧求和，得到

w(ab)
(
u(a)− u(b)

)
= λ

∑
x∈B∩V (Ta)

u(x), (2.8)

其中 Ta 是 T − ab 中含 a 的连通块。所有内部边的贡献都抵消。

引理 2.4. 设 T 是一棵叶子全在 B 中的树，且 |B| ≥ 2。存在正边权，使 Steklov 谱是单的，并
且每个正特征值的延拓处处非零，且在每条边上都不平坦。

证明. 从两个边界顶点之间、没有中间边界顶点的一条路开始。若当前子树不含 B，取一个到

该子树距离最小的缺失边界顶点，并加入连接它的路。新路与旧子树只在一个顶点处相遇，并

且没有中间边界顶点。每个中间子树的叶子都属于它当前的边界。过程终止于 T，因为一棵树

中包含全部叶子的子树就是整棵树。

对初始的路，唯一的正特征函数在两个边界上取相反的非零值。公式 (2.5) 使其延拓严格单
调。选取 (2.6) 中的比值，使任何内部顶点处的值都不为零。
设在有 n 个边界顶点的旧子树上已经取好了合适的边权。先把新路收缩成一条权为 τ 的悬

挂边。对充分小的 τ > 0，新谱是单的。每个收敛到旧正特征值的分支在旧顶点上处处非零，并

且在旧边上不平坦。它在新叶子处的值趋于零，而在附着点处的值趋于一个非零数。因此新边

不平坦。引理 2.3 之后的观察也排除新叶子处的零点。
对新的最小正分支，延拓在每个旧顶点上趋于 −c，在新叶子上趋于 nc。因此对小的 τ，收

缩后所有顶点的值都非零。任取一条边，并取删去该边后不含新叶子的那个连通块。树删去一

条边后，每个连通块都含有这棵树的一片叶子。在所选的块中，这片叶子不是新叶子，因而是

一个旧边界顶点。若该块中有 m 个旧边界顶点，则其边界和趋于 −cm 6= 0。公式 (2.8) 因此排
除平坦边。只有有限条边和有限个分支，所以一个充分小的正数 τ 对它们同时适用。

用 (2.6) 把新路恢复出来。在每个正分支上，其端点值都不相同。对每个内部顶点和每个分
支，一个零点至多排除一个插值参数。这些坐标条件的有限并不能覆盖插值参数的开单纯形。在

它们之外选取参数。Steklov 矩阵和旧的值都不变，所有新边都不平坦，所有新的值都非零。归
纳完成。

引理 2.5. 存在边权的非零多项式 P∗，使得 P∗(w) 6= 0 时 Steklov 谱是单的，每个特征函数的
边界坐标都不为零，并且任何正特征值的延拓在核心的每条边上都不平坦。

证明. 固定一条核心边 e = xy，以及一条包含它的简单边界到边界的路。把这条路扩大成一棵

包含 B 的子树 T∗，办法是把通向缺失边界顶点的路接上去。T∗ 的每片叶子都在 B 中。引理 2.4
给出 T∗ 上的边权，使谱是单的，并且在每个正分支上都有 u(x) 6= u(y)。

把 T∗ 扩张成 G 的生成树 T0。保持 T∗ 上已取的边权，把 T0 的其余边权取为 1，把 T0 外

的边权取为 ε。在 ε = 0 处，正权边恰好是 T0 的边。T0 在 T∗ 之外的每个分支都不含边界顶点，

因此延拓在那里是常数，不贡献电流。于是 Steklov 矩阵以及 T∗ 上的延拓都不变。内部块即使

在 ε = 0 处也正定。对充分小的 ε > 0，单性、边界不取零以及 u(x) 6= u(y) 在每个正分支上仍

然成立。这就是固定边 e 的一个正见证点。
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令 ae(w) = E(w)⊤(ex − ey)，并令

ge(t, w) = ae(w)
⊤ adj(S(w)− tI)ae(w).

由 (2.3)，在单的正特征值处，ge 为零当且仅当相应延拓在 e 上平坦。上面的见证点使 ge 在每

个正特征值处都不为零。因此 (2.4) 中的分子 Re 不恒为零。

同一个见证点具有单谱，并且每个分支的边界坐标都不为零。于是 Rest(p, ∂tp) 的分子 Ps

非零，其不取零就排除重特征值。对每个 b ∈ B，把 (2.4) 用于 e⊤b adj(S − tI)eb，得到非零分子

Rb。现在

P∗ = Ps

∏
e∈E(GB)

Re

∏
b∈B

Rb

是非零多项式。在这个乘积不为零的正边权处，所要求的性质全部成立。零特征值的每个特征

函数都是非零常数，因而没有为零的边界坐标。

这个证明既不用定理 1.1，也不用单射。它在 [3] 的悬挂构造上增加了对边差的控制。由引
理 2.1，核心外的边对每个边权都平坦，因此这条引理恰好指出哪些边可以通有地不平坦。

3 局部变分与生成树坐标

取 E 的一个定向，令 C 为关联矩阵：从 x 指向 y 的边对应列 ex − ey。于是

L(w) = C diag(w)C⊤. (3.1)

对 F ⊆ E，记 CF 为 F 所标记的那些列。定向只是记号：把一条边反向，其关联列与取值差同

时变号。

定理 1.3 的证明. 记 (λ, u) = (λ0, u0)，L = L(w0)。解析分支来自引理 2.2 和调和延拓公式。允
许的取值变分属于

T =

{
h ∈ RV :

∑
b∈B

h(b) = 0, h(b0) = 0

}
.

对 (1.1) 求导，得到
C diag(C⊤u)ẇ = (λM − L)u̇+ λ̇Mu. (3.2)

左端只依赖可变边。要把这个秩读成特征对映射的秩，必须先检验右端不丢失 (λ̇, u̇) 的信息。

考虑线性映射

K : R× T −→ 1⊥V , K(η, h) = (λM − L)h+ ηMu.

其像落在 1⊥V 中，因为 u 和 h 的边界和都为零。若 K(η, h) = 0，乘以 u⊤ 并利用对称性，得到

ηu⊤Mu = 0。u 的边界迹非零，所以 η = 0。因此 (L− λM)h = 0。

消去内部变量后，调和延拓把 ker(L−λM) 等同于 ker(S−λI)。λ 的单性给出 h = au。归

一化给出 h(b0) = 0 与 u(b0) = 1，所以 a = 0。因此 K 是单射。其定义域与目标空间的维数都
是 N − 1，因而它是同构。



3 局部变分与生成树坐标 9

把 (3.2) 限制到 F，得到

rankDΦF (w
0) = rank

(
CF diag

(
(C⊤u)|F

))
.

平坦边给出零列，每条非平坦边给出其关联列的一个非零倍数。与其余所有列都正交的向量，恰

好是在 (V, F ∩ E(u)) 的每个连通块上为常数的向量。这个正交空间的维数是 cF (u)，这就证明

了 (1.3)。
当全部边权都变动时，把它们缩放得到 λ(tw0) = tλ 以及 u(tw0) = u，其中 t 靠近 1。因此

微分的像含有 (λ, 0) 6= 0。从 R× T 到 T 的投影有一维核，并且这个核含于该像中。秩恰好减
少 1，这就证明 rankDwu = N − c(u)− 1。

对 (ii)，设 T 是一棵非平坦生成树，记 R = E \ E(T )。映射 CT : RE(T ) → 1⊥V 是同构，
记其逆为 JT。保持树外的边权不变，并记 LR = CR diag(w0|R)C⊤

R。对附近的目标 (µ, v) ∈
(0,∞)×Ab0(G,B)，定义

wT (µ, v) = diag(C⊤
T v)−1JT

(
µMv − LRv

)
. (3.3)

JT 的自变量总和为零。在 (λ, u) 处，这个表达式等于 w0|E(T )。其分母是树边上的差，在 u 处

都不为零。因此该表达式在 (λ, u) 附近是有理且有定义的，并且把邻域缩小后各项保持为正。

代入得到

L
(
wT (µ, v), w

0|R
)
v = LRv + CTJT (µMv − LRv) = µMv.

边界迹非零，因为 v(b0) = 1。取一个含 λ、且在 w0 处不含其他 Steklov 特征值的小区间。对
所有充分接近的边权，这个区间恰好含一个特征值，计重数。把目标邻域缩小后，µ 落在这个

区间里。因此 µ 保持为单的，并且是原来那个有序分支的延拓。反过来，特征对方程通过 (3.3)
唯一地确定树边权。这就证明了局部解析微分同胚。其目标空间的维数是 1+ (N − 2) = N − 1，

所以少于 N − 1 条可变边不能给出满秩微分。

公式 (3.3) 在树外边权也变动时仍然适用。因此，只要 T 不平坦，增广映射

w 7−→
(
λ(w), u(w), w|R

)
(3.4)

就是局部解析微分同胚。多出来的坐标恰好是变动这个特征对时不需要的那些边权。第 4 节的
概率推论要用到这一观察。

局部逆允许 µ 固定而 v 变动，也允许两者同时变动。正性得以保持，是因为目标停留在一

个已有的正实现附近。这里不需要对任意远处的目标作断言。

例 3.1. 设 G = 0− 1− 2− 3− 0，B = {0, 2}，并取循环边权 (1, 2, 3, 4)。一个归一化的正特征

对为

λ =
100

21
, u =

(
1,−1

3
,−1,

1

7

)
.

保持 w(30) = 4 不变，把其余三个边权改为(
w(01), w(12), w(23)

)
=

(
18

13
,
18

7
,
8

3

)
.

于是 µ = 5 与 v = (1,−3/10,−1, 1/5) 满足 L(w)v = µMv。三条可变边构成一棵生成树。因此

在一条边权保持不变时，两个内部值和特征值都改变了。边界有两个顶点，所以只有一个正特

征值。
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4 多项式关系及其推论

4.1 核心上的齐次关系

现在证明定理 1.1，并且不用下面关于特征值的联合陈述。局部秩公式提供一个共同的非零
边权。结式只在找到这个边权之后才使用。

定理 1.1 的证明. 由引理 2.1，可以在 GB 上工作。核心边权的多项式也是全部边权的多项式，

并且与其余边权无关。因此设 G = GB，记 N = |V |，固定 b0 ∈ B，并把 Ab0(G,B) 简记为 A。
正卦限中有一个边权，使引理 2.5 的非零多项式 P∗ 在该处不为零。在这个边权附近取一个

小开球 U，使谱是单的，每个边界坐标都不为零，并且每个正特征值的延拓在所有边上都不平

坦。再把 U 缩小，使所有归一化分支 (λj , ûj) 在 U 上解析，其中 ûj(b0) = 1。

在 HB 上不恒为零的齐次多项式 Q，在 A 上也不恒为零。事实上，若 Q 在 A 上为零，齐
次性就使它在 HB 中所有 b0 坐标非零的点处为零。这些点在 HB 中稠密，从而 Q 在 HB 上恒

为零。

固定一棵生成树。在 U 的每一点，它对每个正分支都不平坦。定理 1.3(ii) 说明，每个映射

Φj : U −→ (0,∞)×A, w 7−→ (λj(w), ûj(w))

都把每一点的一个邻域映到含有目标空间中某个相对开邻域的集合。其投影 w 7→ ûj(w) 对 A
具有同样的局部开性。因此 Q ◦ ûj 不能在 U 的非空开子集上为零：否则 Q 就会在 A 的一个开
子集上为零，从而在这个仿射空间上恒为零。

只有有限个对 (Q, j)。它们的解析零点集是 U 中内部为空的闭集，因而不能覆盖 U。选取

一个边权 w∗ ∈ U，使 Q(ûj(w
∗)) 6= 0 对每个 Q ∈ F 和每个正分支 j 都成立。这个同时的选取

使结式可以一次检验所有正特征值。

为构造例外多项式，记

z(t, w) = E(w) adj(S(w)− tI)eb0 . (4.1)

在 b0 坐标非零的单正特征值处， (2.3) 给出

zb0(λj , w) 6= 0,
z(λj , w)

zb0(λj , w)
= ûj(w). (4.2)

对 d 次齐次多项式 Q，函数 gQ(t, w) = Q(z(t, w)) 是 t 的多项式，系数是 w 的有理函数。在共

同的边权 w∗ 处，

gQ(λj , w
∗) = zb0(λj , w

∗)dQ(ûj(w
∗)) 6= 0

对每个 j 都成立。因此

Rest
(
p̃(t, w), gQ(t, w)

)
=

RQ(w)

∆(w)aQ

的分子 RQ 6≡ 0。多项式 P∗
∏

Q∈F RQ 具有所要求的性质。在其零点集之外，归一化正分支的任

何非零缩放 u 都满足

Q(u) = u(b0)
dQ(û) 6= 0.

非零常数多项式没有困难；对空族，只用 P∗。
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对至多可数族，把有限情形的断言分别用于每个成员。例外集含于可数个多项式零点集的

并，因而为零测集。最后，一个多项式在 HB 上为零，当且仅当它被 s(x) =
∑

b∈B xb 整除：除

以这个线性多项式后，余式只含其余坐标，而这恰好是消去一个边界变量之后在超平面上的限

制。s的倍数在每个正延拓上为零。任何其他齐次多项式都由有限情形的断言在某个正边权处被

排除，因而不是普遍恒等式。

推论 4.1. 设 F 是边界变量的有限族齐次多项式，每一个都在 1⊥B 上不恒为零。对通有正边权，
每个正特征值的特征函数都避开 F 中的每个多项式。对至多可数族，同样的断言在可数个多项
式零点集的并之外成立。

核心上仅有的普遍线性恒等式，其系数向量属于 R1B，其中 1B 在 B 之外延拓为零。

证明. HB 到边界坐标的投影是整个 1⊥B。因此满足假设的边界多项式，看作 HB 上的多项式后

仍然不恒为零，定理 1.1 适用。一个线性形式在 HB 上为零，当且仅当其系数向量属于 H⊥
B =

R1B。

推论 1.2 中的单射断言至此也已证明。更一般地，对任何有限集 K ⊂ R，通有边权给出∑
v∈V0

avu(v) 6= 0
(
a ∈ KV0 \ R1B

)
对每个正特征值的延拓都成立。因此，一条非零关系的唯一例外是：系数在整个边界上相等，在

内部顶点处为零。

例如，在边界上，任何预先给定的有限个乘数 k 都给出 kf(i) 6= f(j)，i 6= j，唯一被迫的

关系是 |B| = 2 且 k = −1。若 |B| ≥ 3，则相反的值被排除，因而 |f | 的边界值两两不同。若
|B| ≥ 4，则对两两不同的 i, j, k 有 f(i) + f(k) 6= 2f(j)。每条断言只用到有限族线性形式。

高次例子不需要新的扰动论证。下表列出在边界零和超平面上不恒为零的多项式，以及相

应的充分边界规模。每一行中出现的顶点两两不同。

多项式 充分的边界规模

x2i − xjxk |B| ≥ 3

xixj − xkxℓ |B| ≥ 5

x2i + x2j − x2k |B| ≥ 4

x3i − x2jxk |B| ≥ 3

xixjxk − x3ℓ |B| ≥ 4

只要还有一个额外的边界坐标，它就吸收零和约束，并使列出的变量自由。对三个边界顶点的

第一行和第四行，代入 xk = −xi − xj 分别得到 x2i + xixj + x2j 与 x3i + xix
2
j + x3j，两者都不恒

为零。对四个边界顶点的最后一行，限制为 xyz + (x+ y + z)3，也不恒为零。

同样的例子对核心的顶点也成立。若有一个边界坐标没有出现，它就吸收约束。若所有边

界坐标都出现了，所述的下界就迫使出现的顶点恰好是边界，从而化归为前面的检验。这样写

并不是要把每个例子算成单独的现象。有些关系在低维时化归为已经排除的关系；定理通过同

一个超平面条件处理所有这些关系。
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4.2 含特征值的归一化关系

记 AB
b0

= Ab0(G
B, B)。在边界坐标都不为零的单谱处，令 0 < λ1 < · · · < λ|B|−1，并把核

心延拓归一化为 ûj(b0) = 1。归一化使非齐次关系有意义。把 λj 放进这种关系，不需要进一步

的秩计算：边权的共同缩放不改变归一化延拓，并把所有特征值同时缩放。

推论 4.2. 固定 b0 ∈ B，并设 F ⊂ R[t, xv : v ∈ V0]有限。假设其中没有一个多项式在 (0,∞)×AB
b0

上恒为零。存在边权的非零多项式 RF，使得 RF (w) 6= 0 时谱是单的，边界坐标都不为零，并

且

P (λj , ûj) 6= 0 (P ∈ F , 1 ≤ j ≤ |B| − 1).

对至多可数族，例外集含于可数个非零多项式零点集的并。

证明. 和前面一样，在 GB 上工作。对每个 P ∈ F，写成

P (t, x) =

mP∑
r=0

trpP,r(x).

至少有一个系数，记为 pP,rP，在 AB
b0
上不恒为零。设 dP = deg pP,rP，其齐次化为多项式

QP (x) = xdPb0 pP,rP (x/xb0),

其中右端展开成多项式，因而在 xb0 = 0 处也有定义。它在 AB
b0
上等于 pP,rP，因而不在 HB 上

恒为零。

定理 1.1 与引理 2.5 给出一个正边权 w0，使每个归一化正分支都满足 pP,rP (ûj) 6= 0，对所

有 P ∈ F 成立。在缩放后的边权 cw0 处，c > 0，延拓 ûj 不变，特征值为 cλj。因此

c 7−→ P (cλj , ûj)

是非零多项式：它的 crP 系数是 λrP
j pP,rP (ûj) 6= 0。每一对 (P, j) 只排除有限个正的 c。在它们

的并之外取一个共同的 c。边权 w∗ = cw0 使每个指定关系在每个正分支上都不成立。

这个见证点落在一条缩放射线上。为了在整个边权空间中得到所断言的代数例外集，再使

用一次结式。对 P (t, x) =
∑

α pα(t)x
α 以及 d = maxpα ̸=0 |α|，令

P h(t, z) =
∑
α

pα(t)z
αz

d−|α|
b0

.

使用 (4.1) 中的 z(t, w)。在共同的见证点处， (4.2) 给出

P h(λj , z(λj , w
∗)) = zb0(λj , w

∗)dP (λj , ûj) 6= 0.

因此 Rest(p̃, P h(t, z(t, w))) 有非零分子 RP (w)。乘积 P∗
∏

P∈F RP 证明了有限情形。对至多可

数族，把这个断言一次用于一个多项式。

这个证明把缩放和消去的两种作用分开。缩放为新的关系提供一个共同的非零点；它本身

不是全维的通有性论证。结式完成最后这一步。



4 多项式关系及其推论 13

推论 4.3. 在 R[t, xv : v ∈ V0] 中，那些对每个正边权、以及每个 b0 处归一化有定义的正特征对

都为零的多项式，构成理想 〈∑
b∈B

xb, xb0 − 1

〉
. (4.3)

对任意 b1 ∈ B \ {b0}，几乎每个正边权都有如下性质：对每个固定的谱指标 j，下面这 N0 − 1

个数

λj , ûj(v) (v ∈ V0 \ {b0, b1})

在 Q 上代数无关。

证明. 每个归一化的对都满足 (4.3) 中的两个仿射方程。反过来，代入

xb0 = 1, xb1 = −1−
∑

b∈B\{b0,b1}

xb.

上述理想的商是 t与其余 N0−2个顶点变量的多项式环。因此理想之外的多项式在 (0,∞)×AB
b0

上不恒为零，并由推论 4.2 可知它不是普遍恒等式。对最后一条断言，把该推论的可数形式用
于这些自由坐标上所有非零的有理系数多项式。有限个谱指标已经同时被覆盖。

最后这条断言分别针对每个特征对。它不断言若干个不同特征对的坐标放在一起代数无关。

它们的边界迹满足正交关系。

4.3 绝对连续的随机边权

局部坐标有一个测度论推论，它不依赖边权的独立性。

推论 4.4. 设正边权的联合分布关于 RE
>0 上的 Lebesgue 测度绝对连续。对每个 1 ≤ j ≤ |B|− 1，

(λj , ûj) 的分布关于 (0,∞)×AB
b0
上的 (N0 − 1) 维 Lebesgue 测度绝对连续。

证明. 核心上的特征对只依赖核心边权。由 Fubini 定理，它们的边缘分布绝对连续，因此可设
G = GB，并记 m = |E|，N = |V |。在 P∗ 所定的零测集之外，有序特征对是单的，归一化有定

义，并且每棵生成树对每个正分支都不平坦。

固定 j 和一棵生成树 T，记 R = E \E(T )。在每个非例外边权的一个邻域中， (3.4) 给出
局部解析微分同胚

w 7−→ (λj(w), ûj(w), w|R),

其像是 (R×Ab0(G,B))×Rm−N+1 的一个开子集。在 Ab0(G,B) 上使用固定的仿射坐标。边权

空间是第二可数的，因此这些邻域有可数子覆盖。

设 Z 是 (0,∞)×Ab0(G,B) 中的 Lebesgue 零测集。由 Fubini 定理，Z ×Rm−N+1 是零测

集。每个坐标微分同胚的逆是 C1 的，并且在充分小的紧邻域上是 Lipschitz 的。用这种邻域作
可数覆盖，就说明它把零测集映为零测集。因此 Z 的原像在每个图卡中都是零测集，从而在它

们的可数并中也是零测集。被略去的代数集同样是零测集。边权分布的绝对连续性于是使 Z 的

整个原像概率为零。

归一化与排序几乎必然有定义；在例外零测集上任意规定定义，不影响结论。这里不断言

所得密度的光滑性或有界性。
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5 由正边权实现

局部坐标定理描述的是一个已有单特征对的邻域。它并不使整个归一化仿射空间都可实现。

这个区别在一条路上就已经出现。

例 5.1. 设 G = s− x− t，B = {s, t}。指定 v(s) = 1，v(t) = −1，以及 λ > 0。边界方程迫使

w(sx) =
λ

1− v(x)
, w(xt) =

λ

1 + v(x)
.

这些边权为正，当且仅当 −1 < v(x) < 1，并且在这个区间里它们也使 v 在 x 处调和。可行区

间含有开集，并且没有额外的多项式恒等式，但它不是内部值所在的整条直线。

下面一般地描述这些正性限制。现在指定的数据包括每个顶点处的值，而不只是边界迹。在

选取边权之前，函数不必是调和的；所实现的特征值也不必具有指定的指标或是单的。

对 v ∈ RV，把每条非平坦边从较大值指向较小值，所得有向图记为 Dv。平坦边略去。其

底生成图 (V,E(v)) 可以不连通。对 X ⊆ V，记

sB(v;X) =
∑

b∈B∩X
v(b).

相应的条件是正流准则的一个严格形式。下面给出证明，使用 Farkas 引理的非负形式 [9]。

引理 5.2. 设 D 是有限有向图，底图连通，C 为其关联矩阵，在每个尾处取正。设 b ∈ RV (D)

的总和为零。存在严格正的边向量 q 使 Cq = b，当且仅当对每个没有入边的非空真顶点集 X

都有 b(X) > 0。对没有边的单个顶点，这个条件是指 b = 0，并且边向量为空。

证明. 若 Cq = b，且 X 没有入边，则

b(X) =
∑

e∈δ+(X)

qe > 0.

最后这个不等式成立，是因为连通底图中的非空真子集必有一条割边，而这里它必须是出边。

反过来，单顶点的情形是直接的。在其余情形，取 ε > 0 充分小，使

b(X)− ε|δ+(X)| ≥ 0

对每个没有入边的非空真子集都成立。这样的集合只有有限个；若一个都没有，则任何 ε > 0

都可以。向量 b′ = b − εC1 的总和为零，并且对所有没有入边的集合，包括空集和全集，都有
b′(X) ≥ 0。

为使用 Farkas 引理，设 z ∈ RV (D) 满足 C⊤z ≥ 0。沿每条边，尾处的值至少是头处的值。

因此 z 的每个上水平集都没有入边。若 a1 < · · · < as 是 z 的不同取值，则

z = a11 +

s∑
i=2

(ai − ai−1)1Xi , Xi = {x : z(x) ≥ ai}.

于是 z⊤b′ ≥ 0。Farkas引理给出 q′ ≥ 0使 Cq′ = b′。向量 q = q′+ε1严格为正，并且 Cq = b。

命题 5.3. 设 v|B 6= 0，sB(v;V ) = 0，且 λ > 0。存在正边权 w 使 L(w)v = λMv，当且仅当

(V,E(v)) 的每个连通块 K 满足
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(i) sB(v;K) = 0；

(ii) 只要 ∅ 6= X ⊊ K，并且 Dv 没有从 K \X 指向 X 的边，就有 sB(v;X) > 0。

当这些条件成立时，平坦边上的边权可以任意选取。对任意一个正实现 w0，全部正的实现边权

构成相对开的凸多面体

Wλ,v =
(
w0 + ker(C diag(C⊤v))

)
∩ RE

>0, (5.1)

其中 C 是 G 的一个关联矩阵。这个集合的维数是 |E| − |V |+ c(v)。

证明. 设 Cv 是非平坦边按 Dv 定向后的关联矩阵。对一个正实现，电流

qab = w(ab)
(
v(a)− v(b)

)
(a → b 于Dv)

严格为正。平坦边的贡献为零，因此特征对方程变为

Cvq = λMv. (5.2)

在连通块 K 上求和得到 (i)。若 X 在 K 中没有入边，则在 X 上求和得到

λsB(v;X) =
∑

e∈δ+(X)

qe > 0.

对非空真子集 X，K 内的连通性提供一条出割边。这就证明了 (ii)。
充分性方面，在每个连通块上对源向量 (λMv)|K 使用引理 5.2。条件 (i) 和 (ii) 恰好是它

的假设。在孤立顶点处，(i) 使源为零。于是在所有非平坦边上得到满足 (5.2) 的正电流。定义

w(ab) =
qab

v(a)− v(b)
(a → b 于Dv),

并给每条平坦边任意正边权。所得边权满足 L(w)v = λMv。由于 v|B 6= 0，这是一个 Steklov
特征对。

对固定的 (λ, v)，方程对边权是线性的：

C diag(C⊤v)w = λMv.

一旦 w0 是一个解，全部正解就恰好是 (5.1)。由与定理 1.3 相同的关联矩阵论证，系数矩阵的
秩是 |V | − c(v)。其仿射解空间的维数是 |E| − |V |+ c(v)。与正卦限相交保持这个维数，因为该

交集含有 w0 在这个仿射空间中的一个相对开邻域。平坦边的列是零，这也直接证明那些边权

不受限制。
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推论 5.4. 在每条边上都不平坦、并且可作为正 Steklov 特征值之延拓来实现的函数，构成 {v :∑
b∈B v(b) = 0} 中有限个相对开的凸多面锥的并。对这种类型的一个固定可实现对 (λ, v)，实

现它的边权维数为 |E| − |V |+ 1。

若 G = T 是树，且 v 在每条边上都不平坦，则一个满足 λ > 0、v|B 6= 0 且边界和为零的

指定对至多有一个正实现。其仅有的可能边权是

w(ab) = λ
sB(v;V (Ta))

v(a)− v(b)
, (5.3)

其中 Ta 是 T − ab 中含 a 的连通块。这些边权实现该对，当且仅当它们全部为正。

证明. 对 E 的每个定向 D，施加边界和为零、所有有向边 a → b 上的不等式 v(a) > v(b)，以

及 D 中没有入边的非空真子集上的不等式 sB(v;X) > 0。这些齐次线性等式和严格不等式定义

一个相对开的凸多面锥，可能为空。由命题 5.3，它们在有限个定向上的并恰好是所要的集合。
非空的这种锥有非零的边界迹。沿边严格下降使 D 无圈，因而某个顶点 s 没有入边。不等式

sB(v; {s}) > 0 于是迫使 s ∈ B 且 v(s) > 0。对非平坦函数，c(v) = 1，这就给出所述维数。

在树上，把特征对方程在 Ta 上求和就得到 (5.3)，因此边权被唯一确定。反过来，把每
条边 ab 定向为从 a 指向 b。关联映射 C : RE(T ) → 1⊥V 是同构。Cj = λMv 的唯一解满足

jab = λsB(v;V (Ta))，这由在 Ta 上对散度求和得到。因此，若 (5.3) 中的边权全部为正，它们
就满足 C diag(C⊤v)w = λMv，并实现指定的对。

对在每条边上都不平坦的函数，纤维也可写成

Wλ,v =
(
w0 + diag(C⊤v)−1 kerC

)
∩ RE

>0.

因此边权的自由度是一个重新缩放的环流空间；树的唯一性就是这个空间为零的情形。这些是

关于完整延拓的陈述，不是只从边界特征向量作恢复。

最后，割准则不依赖 λ所取的正值，因为把所有边权乘以一个正常数，就把每个 Steklov特
征值乘以同一个常数。它不区分谱指标，也不断言单性。这些性质保留在定理 1.3 的局部逆中，
是因为目标停留在一条已有单分支的附近。这就同时说明了局部坐标定理与整体实现准则之间

的联系和差别。

关于使用生成式人工智能的声明。生成式人工智能工具用于起草和修改表述，并参与了部分论

证的形成。
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